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Einleitung
In der vorliegenden Arbeit werden Aspekte der langsamen Bewegung von kleinen Teilchen
in einer Newtonschen Flu¨ssigkeit behandelt.
Grundlagen
Es ist heute ein gesicherter Bestandteil des menschlichen Wissens, daß die Stoffe mit de-
nen wir ta¨glich umgehen, einschließlich uns selbst, aus kleinen Bausteinen - Atomen und
Moleku¨len - bestehen. Diese Bausteine der Materie befinden sich in sta¨ndiger Bewegung.
In Flu¨ssigkeiten und Gasen sausen sie, fortwa¨hrend miteinander kollidierend und dadurch
die Bewegungsrichtung a¨ndernd, durch die Gegend. Gebunden in festen Ko¨rpern zappeln
sie um halbwegs feste Positionen.
So, wie uns die Fotos der Erde vom Mond aus vor Augen fu¨hren, daß wir auf einer
Kugel leben, so zeigen uns heute die Aufnahmen der Raster-Tunnel-Mikroskope die aus
Atomen geformten hu¨geligen, diskontinuierlichen Oberfla¨chenlandschaften der Dinge. Die
Temperatur eines Ko¨rpers ist ein spu¨rbares Maß fu¨r die Bewegungsenergie seiner Bausteine.
Die mikroskopische Bewegung in elektrischen Bauteilen ist ho¨rbar im Rauschen, das aus den
Lautsprechern der Stereoanlage kommt, sichtbar im Rauschen auf dem Fernsehbildschirm.
Die Streuung des Sonnenlichts an den unruhigen Moleku¨len der Atmospha¨re la¨ßt uns den
Himmel an scho¨nen Tagen gleichfo¨rmig blau erscheinen.
U¨ber die angefu¨hrten allta¨glichen Erscheinungen hinaus, wird uns die Wa¨rmebewegung
der Moleku¨le durch die Beobachtung der Brownschen Bewegung1 von mikroskopisch kleinen
Teilchen [73, 74], in der Gro¨ßenordnung von 1 µm Durchmesser, in einer Flu¨ssigkeit ein-
drucksvoll na¨her gebracht. So, wie es mehreren Schleppern gelingt einen großen Tanker zu
bewegen, so fu¨hren die unregelma¨ßigen Sto¨ße mit den 1000–fach kleineren Flu¨ssigkeitsmo-
leku¨len zu einer beobachtbaren Zitterbewegung der viel gro¨ßeren und schwereren suspen-
1Benannt nach dem schottischen Biologen Robert Brown (1773-1858).
1
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Abbildung 1: Aufzeichnungen Brownscher Bewegung.
Die Abbildung ist Perrins Buch “Atoms” entnommen [78]. Dargestellt werden
drei Pfade, die bei der Verfolgung der Bewegung von in einer Flu¨ssigkeit suspen-
dierten Teilchen bei der Beobachtung durch ein Mikroskop gewonnen wurden.
Die Positionen der Teilchenmittelpunkte wurden im Abstand von 30 Sekunden
aufgezeichnet und mit geraden Linien verbunden. Der Radius der Teilchen lag
bei ca. 0.53 µm, das gezeigte Gitter entspricht einem Feld mit einer Breite von
ca. 3.2 µm. Die Verbindungslinien haben keine physikalische Bedeutung. Jedem
Teilstu¨ck wu¨rden bei entsprechend kleineren, der menschlichen Wahrnehmung
noch zuga¨nglichen, Beobachtungsabsta¨nden a¨hnliche Pfade entsprechen.
dierten Teilchen. Durch die experimentelle Untersuchung und quantitative Auswertung der
Brownschen Bewegung (siehe auch Abb. 1) gelang es Anfang des 20ten Jahrhunderts Jean
Baptiste Perrin2 die Existenz von Moleku¨len endgu¨ltig zu beweisen. Perrin besta¨tigte mit
seiner Arbeit eine von Albert Einstein3 [77] aufgestellte molekularkinetische Theorie u¨ber
die translative und rotative “Bewegung von in ruhenden Flu¨ssigkeiten suspendierten Teil-
chen”. Es wurde damit erstmals “eine exakte Bestimmung der wahren Atomgro¨ße mo¨glich”
und der Nachweis erbracht, daß “die klassische Thermodynamik schon fu¨r mikroskopisch
unterscheidbare Ra¨ume nicht mehr als genau gu¨ltig anzusehen” ist.
2Jean Baptiste Perrin (1870-1942) erhielt 1926 den Nobelpreis in Physik fu¨r seine Arbeiten “u¨ber die
diskontinuierliche Struktur der Materie, und besonders fu¨r seine Entdeckung des Sedimentationsgleichge-
wichts.”
3Albert Einstein (1879 -1955)
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Mikrohydrodynamik und Statistische Physik
Einstein4 hat einen Weg aufgezeigt, die makroskopischen Meßgro¨ßen, insbesondere die
sichtbaren Verru¨ckungen eines ausgezeichneten Teilchens mit der Zeit (vgl. Abb. 1), als
Konsequenzen von unza¨hligen Sto¨ßen der beteiligten Teilchen im molekularen Bereich zu
verstehen.
Die dabei zu behandelnden Probleme sind typisch fu¨r mesoskopische Systeme wie z.B.
kolloidale Suspensionen [36]. Man betrachtet ein Viel–Teilchen–System, bestehend aus sus-
pendierten Teilchen und den viel kleineren und leichteren Moleku¨len der Tra¨gerflu¨ssigkeit,
welches im Prinzip durch die mikroskopischen Bewegungsgleichungen auf der molekula-
ren Ebene beschrieben werden kann. In der Praxis ist eine solche molekulardynamische
Beschreibung oft viel zu detailliert und entha¨lt Informationen welche auf der makroskopi-
schen La¨ngen– und Zeitskala, auf welcher Experimente durchgefu¨hrt werden, nicht relevant
sind.
Die Menge der großen suspendierten Teilchen ist das eigentlich interessierende System.
Fu¨r eine Beschreibung dieses Systems ist es oft angebracht, das Tra¨germedium als Kontinu-
um zu behandeln. Das Tra¨germedium wird dann durch pha¨nmomenologische Gleichungen,
hier die Navier–Stokes–Gleichungen beschrieben. Die suspendierten Teilchen fu¨r sich ge-
nommen bilden im allgemeinen selbst ein Viel–Teilchen–System dessen Wechselwirkung
mit dem Kontinuum bestimmt werden muß.
Wir skizzieren kurz die von Einstein verwendete Methode fu¨r verdu¨nnte Suspensionen.
Einstein verband im wesentlichen zwei makroskopische Effekte, die Beweglichkeit und die
Diffusion, in denen die Wechselwirkung von suspendierten Teilchen mit den sie umgebenden
Flu¨ssigkeitsmoleku¨len sichtbar wird [77,79].
Die Beweglichkeit beschreibt z.B. fu¨r eine Kugel, welche sich in einer kontinuierlichen,
za¨hen Flu¨ssigkeit befindet, die Beziehung zwischen einer Kraft F mit der man an einer
Kugel zieht, und der Geschwindigkeit U , welche die Kugel dadurch erha¨lt. Fu¨r eine kleine,
konstante Kraft F ist die Kugelgeschwindigkeit U schließlich auch konstant und proportio-
nal zu F . Dies ist die Aussage der bereits aus den Anfa¨ngen der Stro¨mungslehre bekannten
Stokes–Gleichung
U = µt0 F,
mit der Beweglichkeit genannten Proportionalita¨tskonstanten
µt0 =
1
6piηa
.
4In einem Satz mit Einstein mu¨ssen Marian Smoluchowski (1872 - 1917) und Paul Langevin (1872 -
1946) genannt werden. Beide haben in grundlegenden Arbeiten eigensta¨ndige Zuga¨nge zur hier behandelten
Problematik entwickelt.
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Darin ist a der Radius der Kugel und η die Viskosita¨t der Flu¨ssigkeit. Die Stokes–Gleichung
folgt aus der Lo¨sung der Navier–Stokes–Gleichung fu¨r eine langsame Bewegung der Ku-
gel. Die Beweglichkeit der Kugel ha¨ngt im allgemeinen von den Eigenschaften der Kugel,
der Flu¨ssigkeit, anderen anwesenden Teilchen und gegebenenfalls auch von der Form des
Beha¨lters ab, in dem sich die Flu¨ssigkeit befindet. Die an die Beweglichkeit angeha¨ngte 0
soll daran erinnern, daß hier zuna¨chst nur die reine Beweglichkeit einer einzelnen Kugel
betrachtet wird.
Die Diffusion beschreibt die Verru¨ckung von Teilchen in einer Flu¨ssigkeit als Folge der
Molekularbewegung. Aus der Diffusionsgleichung folgt fu¨r Teilchen mit der Masse mp und
große Zeiten tÀ mpµt0, daß die mittlere quadratische Gesamtverschiebung eines einzelnen
Teilchens proportional zu t ist
〈(∆r)2〉 = 6 Dt0 t,
mit der DiffusionskonstantenDt0. Der Ausdruck τB = mpµ
t
0 hat die Bedeutung einer Brems-
zeit und wird als Brownsche Relaxationszeit bezeichnet.
Aus der Bestimmung des dynamischen Gleichgewichtszustand zwischen der Bewegung
der suspendierten Teilchen unter der Wirkung einer Kraft F und dem Diffusionsprozess
konnte Einstein die nach ihm benannte Einstein–Relation
Dt0 = µ
t
0 kBT
herleiten, welche den Diffusionskoeffizienten mit der Beweglichkeit verbindet.
Mit der allgemeinen Untersuchung der durch die langsame Bewegung von Teilchen in ei-
ner viskosen Flu¨ssigkeit erzeugten Flußfelder bescha¨ftigt sich die Mikrohydrodynamik [84].
Um die aus der Mikrohydrodynamik gewonnenen mesoskopischen Ergebnisse mit Messun-
gen auf der makroskopischen Zeit und La¨ngenskala zu verbinden, verwenden wir Methoden
der statistischen Physik.
Motivation und Ziel
In nicht–verdu¨nnten Suspensionen ko¨nnen die Wechselwirkungen zwischen Brownschen
Teilchen beobachtet werden. Man unterscheidet zwischen direkten Wechselwirkungen, z.B.
van der Waals–artigen, und hydrodynamischen Wechselwirkungen, welche durch die Bewe-
gung der die suspendierten Teilchen umgebenden Flu¨ssigkeit bedingt sind.
Fu¨r konzentrierte Suspensionen kann man bei der Bewegung eines Teilchens in einer
Suspension zwischen zwei deutlich getrennten Zeitskalen unterscheiden. Zum einen zerfal-
len die Korrelationen der Geschwindigkeitsfluktuationen auf einer Zeitskala τν = a
2ρ/η,
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wobei ρ die Dichte der Flu¨ssigkeit ist. Die viskose Relaxationszeit τν charakterisiert den
diffusiven Transport von Impuls durch die Flu¨ssigkeit. Zum anderen wird die Zeit, welche
ein suspendiertes Teilchen beno¨tigt, um sich merklich zu bewegen durch die Diffusionszeit
τ0 = a
2/Dt0 charakterisiert. Fu¨r typische Systeme von Brownschen Teilchen ist die viskose
Relaxationszeit τν sehr viel kleiner als die Diffusionszeit τ0.
Mit der Methode der Diffusing Wave Spectroscopy ist es mo¨glich, experimentell die
Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion eines Brownschen Teilchens auf der schnellen
Zeitskala der Impulsrelaxation zu messen [5–9]. Man beobachtet damit die durch die Wech-
selwirkungen modifizierte Brownsche Bewegung von einzelnen Teilchen. Die relevante Zeit-
skala fu¨r solche Experimente ist die Brownsche Relaxationszeit τB. Typischerweise decken
die Experimente einen Zeitbereich von 0.1 τB bis 1000 τB ab. In praktischen Situationen
sind τν und τB von der gleichen Gro¨ßenordnung.
Die betrachtete Zeitskala ist so kurz, daß die hydrodynamischen Wechselwirkungen
zwischen den suspendierten Teilchen nicht mehr als instantan wirksam betrachtet werden
ko¨nnen. Man muß die zeitlichen Verzo¨gerungen bei der Ausbreitung der hydrodynamischen
Wechselwirkungen beru¨cksichtigen, welche durch die Tra¨gheit der Flu¨ssigkeit bedingt sind.
Die Korrelationsfunktionen wurden auch in Computersimulationen berechnet. Die trans-
lative Korrelationsfunktion ist unter Verwendung der Fluctuating Lattice Boltzmann–Gleich-
ung [10], oder Molekulardynamiksimulation einer Mischung [11] untersucht worden. In
ju¨ngerer Zeit wurde auch die rotative Korrelationsfunktion fu¨r dichte Suspensionen simu-
liert [68].
Fu¨r spa¨te Phasen der Bewegung zeigen die Korrelationsfunktionen einen algebraischen
Abfall mit der Zeit. Ein solcher Langzeitschwanz wurde zuerst von Alder & Wainwright
[4] in der simulierten Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion fu¨r eine einzelne Kugel in
einer Flu¨ssigkeit aus harten Kugeln beobachtet. Die translative Korrelationsfunktion fa¨llt
fu¨r große Zeiten mit t−3/2 ab und die rotative Korrelationsfunktion mit t−5/2.
Ziel dieser Arbeit ist es, das Langzeitverhalten der translativen und rotativen Korre-
lationsfunktion eines Brownschen Teilchens in einer halb–verdu¨nnten Suspension, ausge-
hend von der linearen Hydrodynamik unter Verwendung des Fluktuations–Dissipations–
Theorems zu analysieren. Insbesondere streben wir an, allgemeine analytische Ausdru¨cke
fu¨r die translativen und rotativen Langzeitkoeffizienten bereitzustellen. Mit dem dazu ent-
wickelten Formalismus schaffen wir daru¨ber hinaus die Grundlagen fu¨r die Untersuchung
der Korrelationsfunktionen dichter Suspensionen in allen Phasen der Bewegung.
Zur Berechnung der Korrelationsfunktionen fu¨r nicht–verdu¨nnte Systeme von Brown-
schen Teilchen wollen wir im wesentlichen ein von Cichocki & Felderhof in [47] vorge-
schlagenes Programm umsetzen. Die geplante Vorgehensweise ergibt sich aus der direkten
Erweiterung der Behandlung der Kriechbewegung und kann wie folgt umrissen werden:
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Wir setzen voraus, daß die Zeitskala der mittleren Impulsrelaxation hinreichend kurz
ist, daß die diffusive Bewegung der suspendierten Teilchen vernachla¨ssigt werden kann. Fu¨r
eine typische Suspension von Teilchen mit 1 µm Durchmesser in Wasser ist τ0/τν ≈ 106. Fu¨r
kurze Zeiten t ¿ τ0 zerfallen die Geschwindigkeitskorrelationen, wa¨hrend die suspendier-
ten Teilchen kaum ihren Platz a¨ndern. In diesem Fall ist es mo¨glich, die hydrodynamischen
Wechselwirkungen nur fu¨r eine im wesentlichen eingefrorene Konfiguration von Teilchen
zu beru¨cksichtigen. Als Konsequenz genu¨gt es, die hydrodynamische Admittanzmatrix fu¨r
feste Konfigurationen zu berechnen und diese u¨ber die Gleichgewichtsverteilung der Teil-
chenkonfigurationen zu mitteln.
Die Methode der Cluster–Entwicklung erlaubt es dann, das thermodynamische Mit-
tel auf eine Summe von Cluster–Integralen zu reduzieren. Die einzelnen Cluster–Integrale
beno¨tigen nur die Lo¨sung eines hydrodynamischen Problems fu¨r eine verha¨ltnisma¨ßig kleine
Anzahl von Teilchen. Fu¨r eine halb–verdu¨nnte Suspension genu¨gt es, das hydrodynamische
Zwei–Teilchen–Problem zu lo¨sen.
Die Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion eines ausgezeichneten Teilchens in ei-
ner Suspension von wechselwirkenden Brownschen Teilchen ist u¨ber das Fluktuations–
Dissipations–Theorems mit der gemittelten Admittanz verbunden.
Bekannte theoretische Arbeiten und Ergebnisse
Historisch la¨ßt sich die Behandlung der Bewegung von einer Kugel in einer Flu¨ssigkeit auf
Vero¨ffentlichungen von Stokes in 1843 [1] zuru¨ckverfolgen. Die analytische Behandlung der
Bewegung von zwei Kugeln in einer Flu¨ssigkeit begann Hicks [3] in 1880. Smoluchowski [2]
benutzte 1911 die Methode der Reflexionen, um die hydrodynamischen Wechselwirkungen
zwischen zwei Kugeln durch wiederholte Streuung von Teilflu¨ssen an den Kugeln zu berech-
nen. Eine breite U¨bersicht der fru¨hen Ergebnisse der Untersuchungen u¨ber die Dynamik
von Flu¨ssigkeiten ist bei Lamb [80] zu finden.
Die einzelnen Ergebnisse wurden im Laufe der Zeit verallgemeinert und finden sich
heute in Lehrbu¨chern wieder. Eine Einfu¨hrung in die theoretischen Grundlagen der Be-
schreibung der makroskopischen Eigenschaften eines Flu¨ssigkeit–Teilchen–Systems auf Ba-
sis der Navier–Stokes–Gleichungen wird von Happel & Brenner in [88] gegeben. Eine ju¨nge-
re Pra¨sentation der Mikrohydrodynamik von Kim & Karrila ist in [84] zu finden und Dhont
liefert in [87] eine Einfu¨hrung in die Dynamik von Suspensionen.
Wir geben im folgenden einige Meilensteine an, welche fu¨r den in dieser Arbeit verwen-
deten Formalismus von besonderer Bedeutung sind.
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1967 haben Cox & Brenner gefolgt von Mazur & Bedeaux 1974 gezeigt, wie die Be-
wegung einer Kugel in einer Flu¨ssigkeit durch die Lo¨sung der linearen Navier–Stokes–
Gleichungen im ganzen Raum mit einer zusa¨tzlichen Kraftdichte im Bereich der Kugel
formuliert werden kann. Damit entfa¨llt die Notwendigkeit, die Lo¨sung der Flußgleichungen
auf den Raum außerhalb der suspendierten Teilchen zu beschra¨nken.
Felderhof & Jones pra¨sentieren 1986 in [51] die Beschreibung der Bewegung einer Kugel
in einer unendlichen Flu¨ssigkeit unter Beru¨cksichtigung der Tra¨gheit der Flu¨ssigkeit in ei-
ner Form, welche als Grundlage fu¨r die Verallgemeinerung auf das Streuproblem von vielen
Teilchen geeignet ist. Insbesondere stellen sie ein an die spha¨rische Symmetrie angepasstes
Funktionensystem bereit, mit dem die Bewegungsgleichungen in Matrixform u¨bersetzt wer-
den ko¨nnen. Auf dieser Arbeit aufbauend entwickelte Felderhof 1990 in [34] die Theorie
der linearen Antwort fu¨r die Bewegung einer Kugel in einer Flu¨ssigkeit.
Fu¨r den Fall der Kriechbewegung haben Cichocki, Felderhof & Schmitz 1988 in [40] ein
effizientes Verfahren zur Berechnung der hydrodynamischen Wechselwirkungen zwischen
zwei kugelfo¨rmigen Teilchen bereitgestellt. Sie stellen die Zwei–Teilchen–Beweglichkeitsma-
trix als Entwicklung in Potenzen des inversen Abstands zwischen den Kugelmittelpunkten
1/R dar.
Batchelor [24] hat 1976 fu¨r eine halb–verdu¨nnte Suspension den translativen Diffusions-
koeffizienten Dt(φ) bis zur ersten Ordnung im Volumenanteil φ der suspendierten Teilchen
berechnet und fand
Dt(φ) ≈ Dt0 (1− 1.83 φ).
1982 pra¨sentieren Schmitz & Felderhof [58] analytische Ergebnisse fu¨r die Zwei–Teilchen–
Beweglichkeitsmatrix fu¨r große Teilchenabsta¨nde. 1988 hat Jones [13] den rotativen Diffu-
sionskoeffizienten Dr(φ) bis zur ersten Ordnung im Volumenanteil φ
Dr(φ) ≈ Dr0 (1− 0.63 φ)
berechnet. 1992 zeigen Milner & Liu [66], daß das Langzeitverhalten des translativen Dif-
fusionskoeffizienten in erster Ordnung φ durch die effektive Viskosita¨t und die effektive
Dichte der Suspension bestimmt ist. 1994 zeigen Cichocki & Felderhof [43], daß die kol-
lektive Langzeitbewegung eines Haufens von Kugeln in einer Flu¨ssigkeit nur durch die
Ein–Teilchen–Beitra¨ge bestimmt wird.
Ein erster Versuch explizite Rechnungen fu¨r retardierte hydrodynamische Wechselwir-
kungen durchzufu¨hren wurde 1991 von Clercx & Schram [16] unternommen. Cichocki &
Felderhof haben in [47] gezeigt, daß die von Clercx & Schram pra¨sentierten Ergebnisse
in einigen Fa¨llen zu einem unphysikalischen Verhalten der Geschwindigkeitsautokorrelati-
onsfunktion fu¨hren. Ein alternativer Ansatz zur Untersuchung der Geschwindigkeitsfelder
in einer Flu¨ssigkeit aufgrund von hydrodynamischen Wechselwirkungen zwischen vielen
Teilchen wurde 2001 von Pien´kowska [72] geliefert.
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Aufbau der Arbeit
Im ersten Kapitel werden die Grundlagen der Beschreibung der langsamen, oszillieren-
den Bewegung einer Kugel in einer Flu¨ssigkeit behandelt. Wir leiten die linearisierten
Navier–Stokes–Gleichungen her und formulieren die Bewegungsgleichungen der Flu¨ssigkeit
als frequenzabha¨ngige Operatorgleichungen. Fu¨r die Operatoren geben wir Matrixdarstel-
lungen an. Aus den Matrixdarstellungen gewinnen wir Ausdru¨cke fu¨r die Kugelbewegung
charakterisierende, dynamische Gro¨ßen und analysieren deren analytisches Verhalten fu¨r
kleine Frequenzen. Insbesondere betrachten wir die translative und rotative Admittanz,
welche Geschwindigkeiten des suspendierten Teilchens und wirkende externe Kra¨fte direkt
verbindet. Abschließend betrachten wir die Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion der
Brownschen Bewegung einer Kugel in einer unendlichen Flu¨ssigkeit. Fu¨r harte Kugeln mit
Haft–Gleit–Randbedingungen und poro¨se Kugeln geben wir explizite Ausdru¨cke an.
Im zweiten Kapitel untersuchen wir die hydrodynamischen Wechselwirkungen zwischen
endlich vielen Kugeln in einer Flu¨ssigkeit. Wir entwickeln einen N–Teilchen–Streuformal-
ismus und fu¨hren die Admittanzmatrix ein. Die Abha¨ngigkeit der Admittanzmatrix von der
Konfiguration der Kugeln beinhaltet die Information u¨ber die hydrodynamischen Wechsel-
wirkungen. Wir geben Darstellungen der Admittanzmatrix an und betrachten die kollektive
Langzeitbewegung von Kugeln in einer Flu¨ssigkeit. Fu¨r den Selbstanteil der Zwei–Teilchen–
Admittanz geben wir explizite Ergebnisse fu¨r große Absta¨nde an.
Im dritten Kapitel untersuchen wir das Langzeitverhalten von Kugeln in einer Suspen-
sion. Wir definieren die effektive Admittanz der Suspension und betrachten die Cluster-
entwicklung der effektiven Admittanz bis zur ersten Ordnung der Dichte fu¨r verdu¨nnte
Systeme. In dieser Ordnung berechnen wir den effektiven translativen und rotativen Lang-
zeitkoeffizienten der effektiven Admittanz. Abschließend betrachten wir die Brownsche Be-
wegung eines ausgezeichneten Teilchens in einer Suspension.
Im vierten Kapitel betrachten wir die Suspension makroskopisch als effektives Medium
und vergleichen die Langzeitbewegung einer Kugel in einem effektiven Medium mit der
Langzeitbewegung einer Kugel in der Suspension.
Im fu¨nften Kapitel betrachten wir ru¨ckblickend den in dieser Arbeit beschrittenen Weg
und fassen die wichtigen Ergebnisse zusammen. Daru¨ber hinaus geben wir Anregungen fu¨r
zuku¨nftige Untersuchungen.
In Abb. 2 geben wir einen bildlichen U¨berblick der in dieser Arbeit behandelten The-
men.
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(a) In Kapitel 1 wird die Bewegung einer Kugel
in einer Flu¨ssigkeit behandelt.
(b) In Kapitel 2 wird die Bewegung eines Kugel-
haufens in einer Flu¨ssigkeit behandelt.
(c) In Kapitel 3 wird die Bewegung einer Kugel in
einer Suspension behandelt.
(d) In Kapitel 4 wird die Bewegung einer Kugel
in einem effektiven Medium betrachtet.
Abbildung 2: Der Aufbau der Arbeit in Bildern.
Konventionen
Der in dieser Arbeit verwendete Formalismus beno¨tigt eine Vielzahl von Symbolen. Bei der
Wahl der Bezeichnungen werden folgende Konventionen verwendet:
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r, f(r) skalare Gro¨ßen werden in der Standardschrift des mathematischen
Mode von TEX dargestellt.
r, 1 dreidimensionale Vektoren und Matrizen werden durch fett ge-
druckte Symbole dargestellt.
f(r), A(r, r′) dreidimensionale Vektorfunktionen und Operatorkerne werden
ebenfalls durch fett gedruckte Symbole dargestellt.
f, A Matrixdarstellungen von dreidimensionalen Vektorfunktionen und
Integraloperatoren werden durch serifenlose Buchstaben bezeich-
net.
fe, Aee Blockvektoren und Blockoperatoren gehen aus den entsprechendendreidimensionalen Gro¨ßen durch einfaches bzw. zweifaches unter-
schla¨ngeln hervor.
fe, Aee in Matrixdarstellungen von Blockvektoren und Blockoperatorenwird das fette Operatorsymbol durch die entsprechende serifenlose
Variante ersetzt.
Kapitel 1
Theorie der Linearen Antwort fu¨r die
Bewegung einer Kugel in einer
inkompressiblen Flu¨ssigkeit
Wir betrachten kleine, langsame Oszillationen einer Kugel mit Radius a , Masse mp und
Drehmoment Ip um den Ursprung. Die Kugel befindet sich in einer inkompressiblen, New-
tonschen Flu¨ssigkeit mit konstanter Dichte ρ und konstanter Viskosita¨t η.
Wir behandeln explizit harte Kugeln mit gemischten Haft–Gleit–Randbedingungen,
sowie poro¨se Kugeln mit konstanter Durchla¨ssigkeit. Die Massenverteilung der Kugel sei
kugelsymmetrisch ρp ≡ ρp(r).
Die Flu¨ssigkeit fu¨llt den gesamten Außenraum der Kugel aus. Bei einer poro¨sen Kugel
befindet sich auch Umgebungsflu¨ssigkeit innerhalb des Kugelvolumens.
1.1 Die Bewegungsgleichungen
In diesem Abschnitt formulieren wir die Bewegungsgleichungen fu¨r die zeitabha¨ngige Be-
wegung der Flu¨ssigkeit und der suspendierten Kugel.
Wir leiten zuna¨chst allgemeine Bewegungsgleichungen her [80–82] und geben anschlie-
ßend die linearisierten Bewegungsgleichungen an, welche dann die Grundlage zur Beschrei-
bung der langsamen Bewegung der Kugel bilden.
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1.1.1 Die Bewegungsgleichungen der Flu¨ssigkeit
Wir betrachten zuna¨chst die zeitabha¨ngige Bewegung einer den gesamten Raum ausfu¨llen-
den Flu¨ssigkeit. Die Flußgeschwindigkeit in einem raumfesten Koordinatensystem zur Zeit
t, am Ort r sei v(r, t).
Die Massebilanz
Wir betrachten die Bewegung eines beliebig geformten Flu¨ssigkeitstropfens, der durch ei-
ne zusammenha¨ngende Menge von Flu¨ssigkeitsmoleku¨len definiert ist, welche zur Zeit t
ein Volumen V (t) einnehmen. Die Form des Tropfens ist durch das Stro¨mungsfeld der
Flu¨ssigkeit bestimmt und a¨ndert sich im allgemeinen mit der Zeit.
Die Masse mf(t) des Tropfens
mf(t) =
∫
V (t)
ρ(r, t) dr (1.1.1)
bleibt bei der Bewegung erhalten und die Zeitableitung muß verschwinden
0 =
d
dt
∫
V (t)
ρ(r, t) dr. (1.1.2)
Fu¨r die zeitliche A¨nderung des Integrals einer Funktion f(r, t) u¨ber einen zeitabha¨ngigen
Raumbereich gilt der Reynoldsche Transportssatz [82]
d
dt
∫
V (t)
f(r, t) dr =
∫
V (t)
D
Dt
f(r, t) dr, (1.1.3)
mit der substantiellen Zeitableitung
D
Dt
=
∂
∂t
+ v(r, t) · ∇, (1.1.4)
wobei die A¨nderung des Volumens V (t) durch das Geschwindigkeitsfeld v(r, t) bestimmt
wird. Unter Verwendung des Reynoldschen Transportsatzes (1.1.3) schreiben wir (1.1.2)
als
0 =
∫
V (t)
[ ∂
∂t
ρ(r, t) +∇ · j(r, t)
]
dr, (1.1.5)
mit der Massenstromdichte j(r, t) = ρ(r, t)v(r, t).
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Da (1.1.5) fu¨r beliebige, also insbesondere auch fu¨r beliebig kleine Raumbereiche V (t)
gelten muß, welche den Punkt r gerade noch einschließen, folgt, daß der Integrand selber
verschwinden muß. Also gilt lokal die Kontinuita¨tsgleichung
∂
∂t
ρ(r, t) +∇ · j(r, t) = 0. (1.1.6)
Fu¨r die Bewegung einer inkompressiblen Flu¨ssigkeit, mit ra¨umlich und zeitlich konstan-
ter Dichte ρ = const., liefert (1.1.6) die Inkompressibilita¨tsbedingung
∇ · v(r, t) = 0. (1.1.7)
Die Impulsbilanz
Der totale Impuls P(t) des Tropfens
P(t) =
∫
V (t)
j(r, t) dr (1.1.8)
a¨ndert sich gema¨ß der Newtonschen Bewegungsgleichung
d
dt
P(t) = Kf(t) (1.1.9)
durch die auf den Tropfen wirkende totale Kraft Kf(t).
Es sollen keine a¨ußeren Kra¨fte wirken, so daß nur die molekularen Wechselwirkungen die
Bewegung des Tropfens bestimmen. Wir nehmen an, daß die Wechselwirkungen zwischen
den Flu¨ssigkeitsmoleku¨len im Vergleich zum Durchmesser des Tropfens kurzreichweitig
sind. Die umgebende Flu¨ssigkeit beeinflußt den Tropfen dann nur u¨ber der Tropfenober-
fla¨che benachbarte Flu¨ssigkeitsmoleku¨le. Deren Wirkung wird durch eine Oberfla¨chenkraft-
dichte t(s, t) beschrieben (siehe auch Abb. 1.1).
Die totale Kraft Kf(t) auf den Tropfen ist damit
Kf(t) =
∫
S(t)
t(s, t) ds. (1.1.10)
Die Oberfla¨chenkraftdichte t(s, t) ha¨ngt von der Form der Oberfla¨che S(t) am Ort s
ab. Sie la¨ßt sich als Normalenkomponente des Spannungstensors σ(r, t) der Flu¨ssigkeit
schreiben
t(s, t) = σ(s, t) · nˆ(s, t), (1.1.11)
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mit dem Normalenvektor nˆ(s, t) zur Oberfla¨che im Punkt s.
Fu¨r eine inkompressible Newtonsche Flu¨ssigkeit ist der Spannungstensor durch
σ(r, t) = η(∇v(r, t) + [∇v(r, t)]T )− p(r, t) 1 (1.1.12)
gegeben. Darin bezeichnet p(r, t) den lokalen Druck in der Flu¨ssigkeit, 1 die dreidimensio-
nale Einheitsmatrix und das hochgestellte T die Transponierte einer Matrix.
nˆ(s, t)
t(s, t)
S(t)
V (t)
Abbildung 1.1: Bewegung eines Flu¨ssigkeitstropfens.
Fu¨r ein Vektorfeld f(r, t) gilt der Gaußsche Satz∫
V (t)
∇ · f(r, t) dr =
∫
S(t)
f(s, t) · nˆ(s) ds (1.1.13)
Nach Anwendung des Reynoldschen Transportsatzes auf die linke Seite und des Gauß-
schen Satzes auf die rechte Seite von Gleichung (1.1.9), lautet diese unter Verwendung von
(1.1.10) und (1.1.11) ∫
V (t)
D
Dt
j(r, t) dr =
∫
V (t)
∇ · σ(r, t) dr. (1.1.14)
Wa¨hlen wir speziell einen infinitesimal1 kleinen Tropfen am Ort r, so erhalten wir
D
Dt
j(r, t) = ∇ · σ(r, t). (1.1.15)
Unter Verwendung von
∇ · σ(r, t) = η∇2v(r, t)− p(r, t) (1.1.16)
1Der Tropfen soll klein sein gegenu¨ber dem Kugelradius a, aber groß gegenu¨ber der Reichweite der
Wechselwirkungen zwischen den Flu¨ssigkeitsmoleku¨len.
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erha¨lt man aus (1.1.15) unter Zunahme von (1.1.7) die Navier–Stokes–Gleichungen fu¨r eine
Newtonsche Flu¨ssigkeit
ρ
[ ∂
∂t
v(r, t) + (v(r, t) · ∇)v(r, t)
]
= η∇2v(r, t)− p(r, t),
∇ · v(r, t) = 0.
(1.1.17)
Die Anwesenheit der Kugel kann u¨ber eine im Kugelvolumen konzentrierte Kraftdichte
F(r, t) beru¨cksichtigt werden [29,30], indem man (1.1.17) umschreibt zu
ρ
[ ∂
∂t
v(r, t) + (v(r, t) · ∇)v(r, t)
]
= η∇2v(r, t)− p(r, t) + F(r, t),
∇ · v(r, t) = 0.
(1.1.18)
Wir setzen die Gu¨ltigkeit der Gleichungen (1.1.18) im gesamten Raum an.
Sollte die Kugel, aufgrund ihrer Beschaffenheit, Umgebungsflu¨ssigkeit ganz oder teilwei-
se aus dem Kugelvolumen verdra¨ngen, so sind die Gleichungen (1.1.18) fu¨r eine geeignete
Fortsetzung des physikalischen Geschwindigkeitsfeldes v(r, t) in den gesamten Raum zu
verstehen.
Explizite Ausdru¨cke fu¨r die Kraftdichte F(r, t), fu¨r spezielle Kugelmodelle, geben wir
im Rahmen der Behandlung der linearisierten Bewegungsgleichungen an.
1.1.2 Die Bewegungsgleichungen der Kugel
Wir betrachten die Translations– und Rotationsbewegung einer starren Kugel in einer
Flu¨ssigkeit.
Die translative Bewegung der Kugel zur Zeit t wird durch die hydrodynamische Kraft
K(t), welche die Flu¨ssigkeit auf die Kugel ausu¨bt, sowie eine unter Umsta¨nden wirkende
a¨ußere Kraft E(t) bestimmt. Zur Zeit t = 0 befinde sich die Kugel im Ursprung.
Die zeitliche A¨nderung der Geschwindigkeit U(t) der Kugel wird durch die Newtonsche
Bewegungsgleichung fu¨r die translative Bewegung der Kugel
mp
d
dt
U(t) = K(t) + E(t) (1.1.19)
gegeben. Darin ist die hydrodynamische Kraft K(t) durch
K(t) =
∫
S(t)+
σ(s, t) · nˆ(s, t) ds (1.1.20)
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mp, Ip
a
S(t)+
(a) Kugel in einer Flu¨ssigkeit.
F(r, t)
(b) Kraftdichte.
Abbildung 1.2: Kugel und induzierte Kraftdichte.
gegeben. Das Oberfla¨chenintegral wird u¨ber eine zeitabha¨ngige Oberfla¨che S(t)+ aus-
gefu¨hrt, welche sich mit der Kugel bewegt und diese gerade noch umhu¨llt (siehe auch
Abb. 1.2.a).
Die rotative Bewegung der Kugel zur Zeit t wird durch das hydrodynamische Dreh-
moment T(t), welches die Flu¨ssigkeit auf die Kugel ausu¨bt, sowie ein unter Umsta¨nden
wirkendes a¨ußeres Drehmoment N(t) bestimmt.
Die zeitliche A¨nderung der Rotationsgeschwindigkeit Ω(t) wird durch die Newtonsche
Bewegungsgleichung fu¨r die rotative Bewegung der Kugel
Ip
d
dt
Ω(t) = T(t) +N(t) (1.1.21)
gegeben. Das hydrodynamische Drehmoment T(t) ist durch
T(t) =
∫
S(t)+
[s−R(t)]× [σ(s, t) · nˆ(s, t)] ds (1.1.22)
gegeben, wobei R(t) =
∫ t
0
U(t′) dt′ der Kugelmittelpunkt zur Zeit t ist.
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1.2 Die linearisierten Bewegungsgleichungen
Wir machen uns im folgenden einige Besonderheiten der Bewegung der suspendierten Teil-
chen zu Nutze, um die Bewegungsgleichungen wesentlich zu vereinfachen.
In diesem Abschnitt formulieren wir in v(r, t), p(r, t), U(t) und Ω(t) lineare Bewe-
gungsgleichungen. Diese beschreiben die langsame Bewegung der Kugel in der Flu¨ssigkeit.
Dazu linearisieren wir die Bewegungsgleichungen in 3 Bereichen.
1. Langsame Bewegung der Kugel: Die Kugel soll sich so langsam bewegen, daß fu¨r
die Kugelgeschwindigkeit |U(t)| ¿ η/(aρ) gilt. Fu¨r die Bewegung der Flu¨ssigkeit auf einer
langsamen Zeitskala τU = a/U zeigt eine Dimensionsanalyse von (1.1.17), daß fu¨r Absta¨nde
in der Gro¨ßenordnung des Kugelradius a vom Ursprung, der Beitrag des Tra¨gheitsterms
ρ D
Dt
v gegen den Viskosita¨tsterm ∇ · σ klein ist.
Vernachla¨ssigt man den Tra¨gheitsterm vollsta¨ndig, erha¨lt man die Kriechfluß–Gleich-
ungen2 [55, 56]
0 = η∇2v(r, t)−∇p(r, t) + F(r, t),
∇ · v(r, t) = 0. (1.2.1)
Gleichung (1.2.1) hat sich bei der Untersuchung von stationa¨ren, viskosen Stro¨mungen und
des Langzeitverhaltens von Suspensionen als nu¨tzlich erwiesen [40].
Um Aussagen u¨ber Retardierungseffekte auf kleineren Zeitskalen machen zu ko¨nnen,
vernachla¨ssigen wir in dieser Arbeit nur den nichtlinearen Konvektionsterm (v · ∇)v in
(1.1.17) und erhalten die linearisierten Navier–Stokes–Gleichungen [51]
ρ
∂
∂t
v(r, t) = η∇2v(r, t)−∇p(r, t)− F(r, t),
∇ · v(r, t) = 0.
(1.2.2)
Der Druck p(r, t) ist durch die Inkompressibilita¨tsbedingung bestimmt, so daß keine zusa¨tz-
liche Zustandsgleichung beno¨tigt wird.
Wir definieren die zeitliche Fouriertransformierte fω einer Funktion f(t) durch
fω =
∫ ∞
−∞
f(t) exp(iωt) dt. (1.2.3)
Die inverse Fouriertransformation ist dann gegeben durch
f(t) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
fω exp(−iωt) dω. (1.2.4)
2Wir fu¨hren fu¨r die linearisierten Gro¨ßen keine neuen Namen ein!
KAPITEL 1. DIE BEWEGUNG EINER KUGEL 18
Nach einer zeitlichen Fourieranalyse kann man (1.2.2) fu¨r die Fourierkomponenten mit
Zeitfaktor exp(−iωt) schreiben als
−iωρvω(r) = η∇2vω(r)−∇pω(r) + Fω(r),
∇ · vω(r) = 0.
(1.2.5)
Wir schreiben (1.2.5) als
η[∇2vω(r)− α2vω(r)]−∇pω(r) = −Fω(r),
∇ · vω(r) = 0.
(1.2.6)
Darin ist α = (−iωρ/η)1/2 mit Re(α) > 0, so daß α = 1−i sgn(ω)√
2
√|ω|ρ/η fu¨r reelles ω.
Wir merken an, daß (1.2.6) bis auf den Druckterm einer inhomogenen Vektor–Helmholtz–
Gleichung entspricht.
2. Kleine Oszillationen der Kugel um den Ursprung: Da wir nur kleine Oszillatio-
nen der Kugel mit |R(t)| ¿ a beschreiben wollen, vernachla¨ssigen wir alle Terme O(|R(t)|)
in den Bewegungsgleichungen der Kugel.
Wir schreiben
f(x) = g(x) + O(x) (1.2.7)
falls es zu einer Schranke C eine positive Zahl δ gibt, so daß fu¨r alle |x| ≤ δ gilt∣∣∣∣f(x)− g(x)x
∣∣∣∣ ≤ C. (1.2.8)
Der zu verwendende linearisierte Ausdruck fu¨r die hydrodynamische Kraft Kω ist in
Frequenzsprache durch
Kω =
∫
S+
σω(s) · nˆω(s) ds (1.2.9)
gegeben. Das Oberfla¨chenintegral wird hier u¨ber eine feste Kugeloberfla¨che S+, mit Radius
a+ ε infinitesimal gro¨ßer als a und dem Ursprung als Mittelpunkt, ausgefu¨hrt.
Das linearisierte hydrodynamische Drehmoment Tω ist durch
Tω =
∫
S+
s× [σω(s) · nˆω(s)] ds (1.2.10)
gegeben.
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3. Lineare Materialgleichung fu¨r die Kraftdichte: Wir beschra¨nken uns auf Kraft-
dichten Fω(r), welche durch eine lineare, kugelsymmetrische Materialgleichung der Form
Fω(r) = −
∫
Λ(r, r′) · [vω(r′)−Vω(r′)] dr′ (1.2.11)
beschrieben werden. Darin beschreibt
Vω(r) = (Uω +Ωω × r) θ(r − a) (1.2.12)
die Starrko¨rperbewegung der Kugel. Die charakteristische Funktion der Kugel θ(r− a) ist
identisch gleich 1 fu¨r r ≤ a und gleich 0 fu¨r r > a.
Der Durchla¨ssigkeitskern Λ(r, r′) ha¨ngt nur von den Kugeleigenschaften ab, verschwin-
det fu¨r r, r′ > a und ist sowohl symmetrisch als auch rotationsinvariant
ei ·Λ(r, r′) · ej = ej ·Λ(r′, r) · ei,
Λ(r, r′) = D ·Λ(D−1 · r,D−1r′) ·D−1. (1.2.13)
Darin sind ei, i = 1, 2, 3 die kartesischen Einheitsvektoren und D ist eine beliebige Dreh-
matrix.
Fu¨r eine poro¨se Kugel wird die induzierte Kraftdichte durch
Fω(r) = −λ(r) [vω(r)−Vω(r)] θ(r − a), (1.2.14)
gegeben. Darin beschreibt 1/λ(r) die Durchla¨ssigkeit der Kugel.
Im weiteren Verlauf der Arbeit beschra¨nken wir uns auf die Betrachtung einer gleichfo¨rmig
durchla¨ssigen Kugel mit konstanter inverser Durchla¨ssigkeit λ = konst.
Fu¨r eine harte Kugel betrachten wir Haft–Gleit–Randbedingungen auf der Kugelober-
fla¨che (r = a)
[vω(r)−Vω(r)]n = 0,
[vω(r)−Vω(r)]t =
ca
η
[σω(r) · rˆ]t. (1.2.15)
Darin bezeichnet das tiefgestellte n die Normalenkomponente und das tiefgestellte t die
Tangentialkomponente eines Vektors relativ zur Kugeloberfla¨che. Die erste Bedingung
dru¨ckt aus, daß keine Flu¨ssigkeit in die Kugel eindringt; in der zweiten Bedingung gibt
der Gleitparameter c an, inwieweit Flu¨ssigkeit an der Kugel vorbeigleiten kann. Mit dem
Wert c = 0 beschreibt man Haft–Randbedingungen und mit dem Wert c = ∞ perfektes
Gleitverhalten.
Es ist gezeigt worden [29, 30], daß die induzierte Kraftdichte fu¨r Haft–Gleit–Rand-
bedingungen eindeutig bestimmt ist, wenn man fu¨r den fortgesetzten Fluß im Inneren der
Kugel setzt
vω(r) = Vω(r), pω(r) = −ηα2 Uω · r, r < a. (1.2.16)
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Die induzierte Kraftdichte kann dann in der Form
Fω(r) = fω(r) δ(r − a) + ξa [fω(r)]t δ′(r − a) + ηα2 Ωω × r θ(r − a) (1.2.17)
dargestellt werden, wobei ξ = c/(1 + 3c) ist und δ(r) die eindimensionale Diracsche Del-
tadistribution bezeichnet. Die Oberfla¨chenkraftdichte fω(r) ist ein lineares Funktional des
Flußfeldes (vω, pω).
Eine Lo¨sung (v0ω, p0ω) von (1.2.6) in Abwesenheit der Kugel, mit Fω(r) = 0, bezeichnen
wir als freien oder einfallenden Fluß.
In Anwesenheit einer Kugel wird der einfallende Fluß gesto¨rt und die allgemeine Lo¨sung
vω(r) von (1.2.6) entsteht durch U¨berlagerung des einfallenden Flusses mit einem Streu–
oder auslaufendem Fluß (v1ω, p1ω)
vω(r) = v0ω(r) + v1ω(r),
pω(r) = p0ω(r) + p1ω(r).
(1.2.18)
Fu¨r den auslaufenden Fluß (v1ω, p1ω) ko¨nnen wir eine Integraldarstellung in der Form
v1ω(r) =
1
4piη
∫
Tα(r, r
′) · Fω(r′) dr′,
p1ω(r) =
1
4piη
∫
Q(r, r′) · Fω(r′) dr′
(1.2.19)
aufschreiben. Fu¨r eine den Raum ausfu¨llende, unendliche Flu¨ssigkeit ko¨nnen die Integral-
kerne Tα(r, r
′) und Q(r, r′) als
Tα(r, r
′) = gα(r− r′) 1+ α−2 ∇∇[g0(r− r′)− gα(r− r′)],
Q(r, r′) =
r− r′
|r− r′|3 = −∇g0(r− r
′)
(1.2.20)
geschrieben werden, wobei die skalare Greensche Funktion gα(r) durch
gα(r) =
exp(−αr)
r
(1.2.21)
gegeben ist. Fu¨r α = 0 findet man T0(r) =
1
2r
[1+ rˆrˆ] mit rˆ = r/r.
In Gleichung (1.2.11) haben wir die Kraftdichte als lineares Funktional des Flußfeldes
in Gegenwart der Kugel dargestellt. Aus der Zerlegung (1.2.18) und der Integraldarstellung
(1.2.19) ist jedoch ersichtlich, daß wir die Kraftdichte Fω(r) auch als lineares Funktional
des einfallenden Flusses v0ω(r) durch
Fω(r) = −
∫
Zα(r, r
′) · [v0ω(r′)−Vω(r′)] dr′ (1.2.22)
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darstellen ko¨nnen.
Der darin eingefu¨hrte Widerstandskern Zα(r, r
′) kann u¨ber den Durchla¨ssigkeitskern
Λ(r, r′) und den Greenschen Kern
Gα(r, r
′) =
1
4piη
Tα(r, r
′) (1.2.23)
formal dargestellt werden als
Zα = Λ[1+GαΛ]
−1. (1.2.24)
Der Widerstandskern Zα(r, r
′) genu¨gt den gleichen Symmetrie– und Rotationsinvarianzre-
lationen (1.2.13) wie der Durchla¨ssigkeitskern Λ(r, r′).
Unter Verwendung des Widerstandskerns Zα(r, r
′) definieren wir den StreukernXα(r, r′),
welcher den gestreuten Fluß mit dem einfallenden Fluß verbindet durch
Xα = −GαZα. (1.2.25)
Damit ko¨nnen wir wegen (1.2.19) und (1.2.22) den gestreuten Fluß in der Form
v1ω(r) =
∫
Xα(r, r
′) · [v0ω(r′)−Vω(r′)] dr′ (1.2.26)
darstellen. Der Streukern Xα(r, r
′) ist im allgemeinen nur rotationsinvariant. Xα(r, r′) ist
jedoch im allgemeinen nicht symmetrisch.
1.3 Das NMP–Basissystem
In diesem Abschnitt definieren wir das NMP–Basissystem als vollsta¨ndige Funktionenmen-
ge zur Darstellung von freien Flu¨ssen in Abwesenheit der Kugel. Die Basisfunktionen sind
Lo¨sungen der homogenen Gleichungen
η[∇2v0ω(r)− α2v0ω(r)]−∇p0ω(r) = 0,
∇ · v0ω(r) = 0.
(1.3.1)
1.3.1 Die regula¨ren Lo¨sungen
Um eine allgemeine Lo¨sung (v0ω, p0ω) von (1.3.1) zu analysieren verwenden wir das von
Felderhof & Jones [51] bereitgestellte NMP–Basissystem. Die vollsta¨ndige Menge von im
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Ursprung regula¨ren Lo¨sungen {v+lmσ(r), p+lmσ(r)} ist durch
v+lmN(r) =
1
2l + 1
[(l + 1)gl−1(y) Alm(rˆ) + lgl+1(y) Blm(rˆ)],
v+lmM(r) = gl(y) Clm(rˆ),
v+lmP (r) = r
l−1 Alm(rˆ),
p+lmN(r) = 0, p
+
lmM(r) = 0, p
+
lmP (r) = −η α2 rl Ylm(rˆ)
(1.3.2)
gegeben , mit rˆ = r/r und y = αr. Der erste Index l hat ganzzahlige Werte l ≥ 1 und der
zweite Index m hat zugeho¨rige, ganzzahlige Werte m = −l,−l + 1, . . . , l. Die gl(y) sind
regula¨re, modifizierte spha¨rische Besselfunktionen [83]
gl(y) =
√
pi
2y
Il+ 1
2
(y). (1.3.3)
Asymptotisch verhalten sich die gl(y) wie
gl(y) ≈ y
l
(2l + 1)!!
, fu¨r |y| ¿ 1,
gl(y) ≈ exp(y)
2y
, fu¨r |y| À 1,
(1.3.4)
mit der Doppelfakulta¨t (2l + 1)!! = (2l + 1) · (2l − 1) · · · 5 · 3 · 1.
Fu¨r die Behandlung des asymptotischen Verhaltens der Funktionen gl(y) definieren wir
beschra¨nkte Funktionen γl(y) fu¨r |y| > 0 durch
gl(y) = γl(y)
exp(y)
2y
, (1.3.5)
mit 0 < γl(y) < 1 und γl(y) ≈ 1, fu¨r |y| À 1.
Die Funktionen fl(y) = gl(y), γl(y) genu¨gen der Rekursionsrelation
fl+1(y) = −2l + 1
y
fl(y) + fl−1(y). (1.3.6)
Weiter sind Ylm(rˆ) die auf der Einheitskugel orthonormierten, skalaren Kugelfla¨chen-
funktionen [85,86]
Ylm(rˆ) = (−1)m
[
(2l + 1)(l −m)!
4pi(l +m)!
] 1
2
Pml (cos θ) exp(+imϕ),∫
Y ∗lm(rˆ) Yl′m′(rˆ) dΩ = δll′ δmm′ .
(1.3.7)
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Abbildung 1.3: Regula¨re modifizierte spha¨rische Besselfunktionen.
Darin sind Pml (cos θ) die assoziierten Legendrefunktionen.
Die vektoriellen Kugelfla¨chenfunktionenAlm(rˆ), Blm(rˆ) und Clm(rˆ) sind gegeben durch
Alm(rˆ) = lYlm(rˆ) er +
∂
∂θ
Ylm(rˆ) eθ +
1
sin(θ)
∂
∂ϕ
Ylm(rˆ) eϕ,
Blm(rˆ) = −(l + 1)Ylm(rˆ) er + ∂
∂θ
Ylm(rˆ) eθ +
1
sin(θ)
∂
∂φ
Ylm(rˆ) eϕ,
Clm(rˆ) =
1
sin(θ)
∂
∂φ
Ylm(rˆ) eθ − ∂
∂θ
Ylm(rˆ) eϕ.
(1.3.8)
Dabei sind er, eθ und eϕ die Einheitsvektoren in Kugelkoordinaten. Die vektoriellen Ku-
gelfla¨chenfunktionen (1.3.8) sind mit den normierten, vektoriellen Kugelfla¨chenfunktionen
YJLM(rˆ) von Edmonds [86] verbunden durch
Alm(rˆ) =
√
l(2l + 1) Yll−1m(rˆ),
Blm(rˆ) =
√
(l + 1)(2l + 1) Yll+1m(rˆ),
Clm(rˆ) = −i
√
l(l + 1) Yllm(rˆ).
(1.3.9)
Die Funktionen YJLM(rˆ) bilden eine vollsta¨ndige orthonormale Menge von Vektorfunktio-
nen auf der Einheitskugel∫
Y∗JLM(rˆ) ·YJ ′L′M ′(rˆ) dΩ = δJJ ′ δLL′ δMM ′ . (1.3.10)
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Fu¨r die komplex konjugierten Kugelfla¨chenfunktionen gilt
Y ∗lm(rˆ) = (−1)m Yl−m(rˆ),
A∗lm(rˆ) = (−1)m Al−m(rˆ),
B∗lm(rˆ) = (−1)m Bl−m(rˆ),
C∗lm(rˆ) = (−1)m Cl−m(rˆ).
(1.3.11)
Wir geben noch einige nu¨tzliche Beziehungen an
Ylm(rˆ) =
1
l
Alm(rˆ) · rˆ, Ylm(−rˆ) = (−1)l Ylm(rˆ),
A1m(rˆ) =
√
3
4pi
em, 1 =
4pi
3
∑
m
A1m(rˆ)A
∗
1m(rˆ),
B1m(rˆ) = (1− 3 rˆrˆ) ·A1m(rˆ),
C1m(rˆ) = A1m(rˆ)× rˆ, rˆ× a = 4pi
3
∑
m
A1m(rˆ)C
∗
1m(rˆ) · a.
(1.3.12)
Darin ist em ein spha¨rischer Einheitsvektor und a ein beliebiger Vektor.
1.3.2 Die adjungierten regula¨ren Funktionen
Um praktisch Zerlegungen bezu¨glich der Basis (1.3.2) durchfu¨hren zu ko¨nnen beno¨tigen
wir noch ein System {w+lmσ(r)} von zu {v+lmσ(r)} adjungierten Funktionen. Das Integral
zweier Funktionen aus den adjungierten Funktionenmengen, gebildet u¨ber eine Kugelschale
Sb mit beliebigem Radius b, soll einer Orthonormalita¨tsrelation der Form
1
b
∫
Sb
w+∗lmσ(s) · v+l′m′σ′(s) ds = δll′ δmm′ δσσ′ , fu¨r b > 0, (1.3.13)
genu¨gen.
Ein solches System wird durch
w+lmN(r) =
1
l(l + 1)
1
rg∗l+1(y)
Blm(rˆ),
w+lmM(r) =
1
l(l + 1)
1
rg∗l (y)
Clm(rˆ),
w+lmP (r) =
1
l(2l + 1)
1
rl
[
Alm(rˆ)−
g∗l−1(y)
g∗l+1(y)
Blm(rˆ)
] (1.3.14)
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gegeben.
Ein einfallender Fluß v0ω(r) kann damit im NMP–System wie folgt zerlegt werden
v0ω(r) =
∑
lmσ
c+lmσv
+
lmσ(r), (1.3.15)
wobei die Entwicklungskoeffizienten c+lmσ durch
c+lmσ =
∫
δb(r) w
+∗
lmσ(r) · v0ω(r) dr, (1.3.16)
mit δb(r) = 1/b δ(r − b), gegeben sind.
1.3.3 Die singula¨ren Lo¨sungen
Um den auslaufenden Anteil (v1ω, p1ω) einer allgemeinen Lo¨sung (vω, pω) von (1.2.6) zerle-
gen zu ko¨nnen, beno¨tigen wir die vollsta¨ndige Menge von im Unendlichen verschwindenden
Lo¨sungen {v−lmσ(r), p−lmσ(r)} von (1.3.1)
v−lmN(r) =
2α
pi
1
l(l + 1)(2l + 1)
[(l + 1)kl−1(y) Alm(rˆ) + lkl+1(y) Blm(rˆ)],
v−lmM(r) =
2α
pi
1
l(l + 1)
kl(y) Clm(rˆ),
v−lmP (r) = −
1
2l + 1
1
α2rl+2
Blm(rˆ),
p−lmN(r) = 0, p
−
lmM(r) = 0, p
−
lmP (r) = −η
1
2l + 1
1
rl+1
Ylm(rˆ).
(1.3.17)
Die kl(y) sind singula¨re, modifizierte spha¨rische Besselfunktionen [83]
kl(y) =
√
pi
2y
Kl+ 1
2
(y). (1.3.18)
Asymptotisch verhalten sich die kl(y) wie
kl(y) ≈ pi
2
(2l − 1)!!
yl+1
, fu¨r |y| ¿ 1,
kl(y) ≈ k0(y) = pi
2
1
y exp(y)
, fu¨r |y| À 1.
(1.3.19)
Die Indizierung erfolgt wie bei den regula¨ren Lo¨sungen mit der Ausnahme, daß fu¨r l = 0
noch P-Wellen hinzukommen.
KAPITEL 1. DIE BEWEGUNG EINER KUGEL 26
0 2 4 6 8 10
y
2
4
6
8
10
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Abbildung 1.4: Singula¨re modifizierte spha¨rische Besselfunktionen.
Fu¨r die Behandlung des asymptotischen Verhaltens der Funktionen kl(y) definieren wir
Funktionen κl(y) durch
kl(y) = κl(y) k0(y), (1.3.20)
mit 1 < κl(y) und κl(y) ≈ 1, fu¨r |y| À 1.
Die Funktionen fl(y) = kl(y), κl(y) genu¨gen der Rekursionsrelation
fl+1(y) =
2l + 1
y
fl(y) + fl−1(y). (1.3.21)
1.3.4 Die adjungierten singula¨ren Funktionen
Wie fu¨r die regula¨ren Lo¨sungen, definieren wir auch hier ein adjungiertes System {w−lmσ(r)}
welches auf einer Kugelschale Sb mit beliebigem Radius b, einer Orthonormalita¨tsrelation
der Form
1
b
∫
Sb
w−∗lmσ(s) · v−l′m′σ′(s) ds = δll′ δmm′ δσσ′ , fu¨r b > 0, (1.3.22)
genu¨gt.
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Ein solches System wird durch
w−lmN(r) =
pi
2α∗
1
rk∗l−1(y)
Alm(rˆ),
w−lmM(r) =
pi
2α∗
1
rk∗l (y)
Clm(rˆ),
w−lmP (r) =
1
l + 1
rl−1y2
∗
[
k∗l+1(y)
k∗l−1(y)
Alm(rˆ)−Blm(rˆ)
] (1.3.23)
gegeben.
Der auslaufende Anteil des Flußfeldes in Anwesenheit der Kugel la¨ßt sich dann außer-
halb der Kugel schreiben als
v1ω(r) =
∑
lmσ
c−lmσ v
−
lmσ(r), fu¨r r > a, (1.3.24)
wobei die Entwicklungskoeffizienten c−lmσ durch
c−lmσ =
∫∫
δb(r) w
−∗
lmσ(r) ·Gα(r, r′) · Fω(r′) drdr′, fu¨r b > a, (1.3.25)
gegeben sind.
1.4 Die NMP–Matrixgleichungen
In diesem Abschnitt behandeln wir die U¨bersetzung der Integraldarstellungen (1.2.19),
(1.2.22) und (1.2.26) in Matrixgleichungen unter Verwendung des im letzten Abschnitt
definierten NMP–Basissystems.
1.4.1 Die Greensche Matrix
Wir definieren reduzierte Kraftmultipole der induzierten Kraftdichte durch
flmσ = (−1)m
∫
v+l−mσ(r) · Fω(r) dr. (1.4.1)
Unter Verwendung des Antennentheorems [51]∫
δb(r) w
−∗
lmσ(r) ·Gα(r, r′) dr′ =
1
η
(−1)mv+l−mσ(r′), fu¨r r′ < b, (1.4.2)
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folgt unter Verwendung von (1.3.25) die besonders einfache Matrixgleichung
c−lmσ =
1
η
flmσ, oder kurz c
− =
1
η
f. (1.4.3)
Die reduzierten Kraftmultipole bestimmen den Fluß außerhalb der Kugel (r > a), aber
sie enthalten nicht die gesamte Information der Kraftdichte Fω(r) [29, 51,56,63].
Der Fluß im Inneren der Kugel muß bei Bedarf im allgemeinen aus der direkten Lo¨sung
des Randwertproblems bestimmt werden.
Soweit allerdings nur der a¨ußere Fluß (r > a) bestimmt werden soll, kann Fω(r) durch
eine reduzierte Kraftdichte Fb(r) ersetzt werden, wobei Fb(r) auf einer Kugelschale mit
Radius3 b ≤ a lokalisiert ist. Fu¨r r > a erzeugt Fb(r) den selben Fluß v1ω(r) wie die
komplette Kraftdichte Fω(r).
Wir definieren Fb(r) fu¨r b ≤ a durch
Fb(r) =
∑
lmσ
flmσ b
−1δ(r − b) (−1)mw+∗l−mσ(r). (1.4.4)
Aus der Normierungsbeziehung (1.3.13) folgt, daß die reduzierten Kraftmultipole flmσ aus
(1.4.1) auch gegeben sind durch
flmσ = (−1)m
∫
v+l−mσ(r) · Fb(r) dr. (1.4.5)
Die reduzierte Kraftdichte erzeugt daher wegen (1.4.3) außerhalb der Kugel den gleichen
Fluß. Wir ko¨nnen deshalb in (1.3.25) die induzierte Kraftdichte Fω(r) durch die reduzierte
Kraftdichte Fb(r) ersetzen und erhalten
c−lmσ = −
∑
lmσ
G(lmσ, l′m′σ′) fl′m′σ′ , oder kurz c− = Gf, (1.4.6)
wobei die Matrixelemente G(lmσ, l′m′σ′) fu¨r a+ > a > a− durch
G(lmσ, l′m′σ′) = (−1)m′
∫∫
δa+(r)δa−(r′) w−∗lmσ(r) ·Gα(r, r′) ·w+∗l′−m′σ′(r′) drdr′ (1.4.7)
definiert sind.
Die Matrix G des Greenschen Operators ist in der NMP–Darstellung diagonal
G(lmσ, l′m′σ′) =
1
η
δll′ δmm′ δσσ′ , oder kurz G =
1
η
1. (1.4.8)
3Der Wert von b ist ein anderer als der in (1.4.2) und (1.3.25).
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1.4.2 Die Streumatrix und die Widerstandsmatrix
Wir definieren Matrixelemente des Streuoperators Xα aus (1.2.25) durch
X(lmσ, l′m′σ′) =
∫∫
δb(r) w
−∗
lmσ(r) ·Xα(r, r′) · v+l′m′σ′(r′) drdr′, fu¨r b > a. (1.4.9)
Explizite Ergebnisse fu¨r die Streumatrixelemente einer harten Kugel mit Haft–Gleit–
Randbedingungen werden in [51] angegeben. Fu¨r eine homogen poro¨se Kugel berechnen
wir Streumatrixelemente in Anhang B.
Wir definieren Matrixelemente des Widerstandsoperators durch
Z(lmσ, l′m′σ′) = (−1)m
∫∫
v+∗l−mσ(r) · Zα(r, r′) · v+l′m′σ′(r′) drdr′. (1.4.10)
Aus der Definition des Streuoperators (1.2.25) und der Matrizen G, X und Z in (1.4.7),
(1.4.9) und (1.4.10) finden wir die Beziehung
X = −GZ = −1
η
Z. (1.4.11)
Die NMP–Darstellung des Streuoperators X unterscheidet sich also nur um einen Faktor
von der Widerstandsmatrix Z.
Aus der Symmetrie des Widerstandskerns Zα(r, r
′) und der expliziten Definition der
Matrixelemente (1.4.10) folgt, daß die Matrix Z des Widerstandsoperators in der NMP–
Darstellung symmetrisch ist.
Aus der Rotationsinvarianz des Widerstandskerns und den Symmetrieeigenschaften des
NMP–Systems [51], folgt, daß Matrixelemente zu l 6= l′ undm 6= m′ verschwinden. Daru¨ber
hinaus verschwinden die Matrixelemente Z(lmσ, l′m′M) fu¨r σ = N, P .
Somit gilt
Z(lmσ, l′m′σ′) = δll′δmm′Zσσ′(l),
Zσσ′(l) = Zσ′σ(l),
ZσM(l) = 0, fu¨r σ = N,P,
(1.4.12)
und die Widerstandsmatrix ist allein durch die Ausdru¨cke Zσσ′(l) bestimmt.
Zu einer Matrix A mit Matrixelementen A(lmσ, l′m′σ′) definieren wir Untermatrizen
Aσσ′ mit Matrixelementen Aσσ′(lm, l
′m′) = A(lmσ, l′m′σ′) und ko¨nnen damit Z als Block-
KAPITEL 1. DIE BEWEGUNG EINER KUGEL 30
matrix schreiben
Z =
ZNN 0 ZNP0 ZMM 0
ZPN 0 ZPP
 . (1.4.13)
Die NMP–Darstellung des Streuoperators X ist wegen (1.4.11) also ebenso wie die
Widerstandsmatrix Z eine symmetrische Matrix und hat die gleiche Blockgestalt wie diese.
Die Widerstandsmatrixelemente fu¨r eine harte Kugel
Die Widerstandsmatrixelemente fu¨r eine harte Kugel mit gemischten Haft–Gleit–Rand-
bedingungen lassen sich direkt aus der Lo¨sung des in [51] behandelten Streuproblemes
gewinnen zu
ZNN(l) = l(l + 1)ηa
pi
2x
(1− ξ)gl−1(x)− ξxgl(x)
(1− ξ)kl−1(x) + ξxkl(x) ,
ZNP (l) = l(2l + 1)ηa
l pi
2x
1− ξ
(1− ξ)kl−1(x) + ξxkl(x) ,
ZMM(l) = l(l + 1)ηa
pi
2x
gl(x)− ξ[xgl−1(x)− (l − 1)gl(x)]
kl(x) + ξ[xkl−1(x) + (l − 1)kl(x)] ,
ZPP (l) =
l(2l + 1)
l + 1
ηa2l−1x2
(1− ξ)kl+1(x) + ξxkl(x)
(1− ξ)kl−1(x) + ξxkl(x) ,
(1.4.14)
mit x = αa.
Speziell fu¨r l = 1 ist
ZNN(1) = 2ηa [g0(x)− ξ cosh(x)]exp(x)
1 + ξx
,
ZNP (1) = 3ηa (1− ξ)exp(x)
1 + ξx
,
ZMM(1) = 2ηa [g1(x)− ξ sinh(x)] x exp(x)
1 + x+ ξx2
,
ZPP (1) =
9
2
ηa
[
(1− ξ) 1 + x
1 + ξx
+
1
3
x2
]
.
(1.4.15)
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Fu¨r große Frequenzen |x| À 1 ist
ZNN(l) ≈ l(l + 1)ηa
1− ξ
1−ξx
1 + ξ
1−ξx
exp(2x)
2x
,
ZNP (l) ≈ l(2l + 1)ηal 1
1 + ξ
1−ξx
exp(x),
ZMM(l) ≈ l(l + 1)ηa1− ξ[x− (l − 1)]
1 + ξ[x+ (l − 1)]
exp(2x)
2x
,
ZPP (l) ≈ l(2l + 1)
l + 1
ηa2l−1x2.
(1.4.16)
Wir bemerken, daß sich bei ZNN(l), ZMM(l) das asymptotische Verhalten fu¨r die Fa¨lle
ξ = 0 und ξ 6= 0 im Vorzeichen unterscheidet. Das asymptotische Verhalten von ZPP (l) ist
unabha¨ngig von ξ und ∝ x2.
Die Widerstandsmatrixelemente fu¨r eine poro¨se Kugel
In Anhang B wird das Streuproblem fu¨r eine gleichfo¨rmig durchla¨ssige Kugel behandelt.
Fu¨r die Widerstandsmatrixelemente folgen daraus die Ausdru¨cke
ZNN(l) = l(l + 1)ηa
pi
2x
x˜gl(x˜)gl[x]− xgl(x)gl[x˜]
x˜gl(x˜)kl[x] + xkl(x)gl[x˜]
,
ZNP (l) = l(l + 1)(2l + 1)ηa
l x˜20
pi
2x
x˜gl(x˜)
x˜gl(x˜)kl[x] + xkl(x)gl[x˜]
,
ZMM(l) = l(l + 1)ηa
pi
2x
gl(x)x˜gl+1(x˜)− xgl+1(x)gl(x˜)
kl(x)x˜gl+1(x˜) + xkl+1(x)gl(x˜)
,
ZPP (l) = l(2l + 1)ηa
2l−1x˜20x
2kl+1(x)x˜gl(x˜) + xkl(x)gl+1(x˜)
x˜gl(x˜)kl[x] + xkl(x)gl[x˜]
.
(1.4.17)
Darin ist fu¨r f = g, k der Ausdruck fl[y] gegeben durch fl[y] = (l+1)x˜
2fl−1(y)+ lx2fl+1(y),
weiter ist x˜ = α˜a mit α˜2 = α2 + λ/η, und x˜0 = x˜|x=0.
Im Grenzfall λ→∞ einer undurchla¨ssigen Kugel stimmen die Matrixelemente (1.4.17)
mit denen einer harten Kugel mit Haft–Randbedingungen (ξ = 0) aus (1.4.14) u¨berein.
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Fu¨r große Frequenzen |x| À 1 ist
ZNN(l) ≈ l(l + 1)ηa x˜
2
0
(x˜+ x)2
exp(2x)
2x
,
ZNP (l) ≈ l(l + 1)(2l + 1)ηal x˜(x˜− x)
(l + 1)x˜20 + (2l + 1)x
2
exp(x),
ZMM(l) ≈ l(l + 1)ηa x˜
2
0
(x˜+ x)2
exp(2x)
2x
,
ZPP (l) ≈ l(2l + 1)ηa2l−1 x˜
2
0x
2
(l + 1)x˜20 + (2l + 1)x
2
.
(1.4.18)
Aus dem asymptotischen Ausdruck fu¨r ZPP (l) folgt
ZPP (l) ≈
{
la2l+1λ, max(1, |x˜0|)¿ |x|
l(2l+1)
l+1
ηa2l−1x2, 1¿ |x| ¿ |x˜0|
. (1.4.19)
Fu¨r kleine Werte der inversen Durchla¨ssigkeit λ ≈ 0 sind die Widerstandsmatrixele-
mente linear in λ. Man erha¨lt na¨herungsweise die Ausdru¨cke
ZNN(l) ≈ l(l + 1)a λ
2x3
pi
2x
g2l {x}+ gl(x)[gl{x} − (x2 + 2)gl(x)]
kl(x)gl−1(x) + kl−1(x)gl(x)
,
ZNP (l) ≈ l(l + 1)al λ pi
2x3
gl(x)
gl(x)kl−1(x) + kl(x)gl−1(x)
,
ZMM(l) ≈ l(l + 1)a λ
2x
pi
2x
g2l (x)− gl−1(x)gl+1(x)
kl(x)gl−1(x) + kl−1(x)gl(x)
,
ZPP (l) ≈ la2l−1λ,
(1.4.20)
mit dem Ausdruck gl{x} = xgl−1(x)− lgl(x).
1.4.3 Die Starrko¨rperbewegung der Kugel
Die Starrko¨rperrotation der Kugel la¨ßt sich nicht direkt durch einen Basisfluß ausdru¨cken.
Wir betrachten daher speziell die Wirkung des Widerstandsoperators auf einen Basis-
fluß v+1mM(r) = g1(y) C1m(rˆ).
Aus der Rotationsinvarianz (1.2.13) des Widerstandskerns Zα(r, r
′) folgt, daß
ZMM(1) =
(−1)m
τr(ω)
∫∫
v+∗l−mσ(r) · Zα(r, r′) · r′C1m(rˆ′) dr′ (1.4.21)
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ist, mit einer nur von der Beschaffenheit der Kugel abha¨ngigen Funktion τr(ω). Hierbei
la¨ßt sich τr(ω) aus der expliziten Lo¨sung des Randwertproblemes bestimmen.
Wir werden spa¨ter (in Abschnitt 2.6) eine allgemeine Beziehung zwischen τr(ω) und
Widerstandsmatrixelementen herleiten.
Aus der Definition (1.4.21) von τr(ω) und der Frequenzentwicklung von v
+
1mM(r) folgt
allgemein
τr(ω) ≈ 3 a
x
(1.4.22)
fu¨r x ≈ 0.
Fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen ist τr(ω) [51] durch
τr(ω) =
(1− 3ξ)a
g1(x)− ξ sinh(x) (1.4.23)
gegeben.
Fu¨r eine gleichfo¨rmig poro¨se Kugel findet man
τr(ω) =
a x˜20 g2(x˜)
x˜2g1(x)g2(x˜)− xx˜g2(x)g1(x˜) . (1.4.24)
Im Grenzfall λ → ∞ einer undurchla¨ssigen Kugel stimmt der Ausdruck (1.4.24) mit
dem einer harten Kugel mit Haft–Randbedingungen aus (1.4.23) u¨berein.
Unter Verwendung der Identita¨ten
Uω =
∑
m
Um em =
√
4pi
3
∑
m
Um A1m(r),
Ωω × r =
∑
m
Ωm em × r =
√
4pi
3
∑
m
Ωm rC1m(rˆ)
(1.4.25)
und (1.4.21) folgt
(−1)m
∫∫
v+∗l−mσ(r) · Zα(r, r′) ·Vω(r′) dr′ =
∑
lmσ
ZMM(l) dlmσ, (1.4.26)
mit
dlmσ =
√
4pi
3
(Um δσP + τr(ω) Ωm δσM) δl1. (1.4.27)
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1.4.4 Die Matrixgleichungen
Aus (1.4.1) und (1.2.22) folgt mit (1.3.15), (1.4.10) und (1.4.26) als Matrixgleichung fu¨r
die reduzierten Kraftmultipole
flmσ = −
∑
σ′
Zσσ′(l) (c
+
lmσ′ − dlmσ′), oder kurz
f = −Z(c+ − d).
(1.4.28)
Wenn wir (1.4.6) mit (1.4.28) verbinden, erhalten wir als Matrixgleichung fu¨r {c−lmσ}
in Kurzform unter Verwendung der Matrix X des Streuoperators in der NMP–Darstellung
fu¨r (1.2.26) die Matrixgleichung
c− = −GZ(c+ − d) = X(c+ − d). (1.4.29)
1.5 Die Widerstandsfunktionen
In diesem Abschnitt leiten wir Faxe´n–Gleichungen fu¨r die hydrodynamische Kraft Kω und
das hydrodynamische Drehmoment Tω her. Dabei definieren wir die Widerstandsfunktio-
nen fu¨r die Translations- und Rotationsbewegung der Kugel.
1.5.1 Die translative Widerstandsfunktion
Die hydrodynamische Kraft Kω ist mit der totalen induzierten Kraft Fω
Fω =
∫
Va
Fω(r) dr (1.5.1)
verbunden, wobei Va das Volumen der Kugel bezeichnet.
Integrieren wir (1.2.6) u¨ber die Kugel, so erhalten wir
Kω − ηα2
∫
Va
vω(r) dr = −Fω. (1.5.2)
Bei Frequenz ω = 0 unterscheiden sich die hydrodynamische Kraft K0 und die totale
induzierte Kraft F0 nur durch das Vorzeichen
K0 = −F0. (1.5.3)
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Speziell fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen folgt aus der Bedingung
(1.2.16) direkt
∫
Va
vω(r) dr =
4pi
3
a3Uω und man erha¨lt die Gleichung
Kω + iωmf Uω = −Fω. (1.5.4)
Die hydrodynamische Kraft Kω unterscheidet sich in diesem Fall von der totalen induzier-
ten Kraft Fω nur durch das Vorzeichen und einen Tra¨gheitsterm.
Speziell fu¨r eine homogene poro¨se Kugel folgt aus der Bedingung (1.2.14)
∫
Va
r ×
vω(r) dr =
4pi
3
a3Uω − 1λFω und man erha¨lt in diesem Fall
Kω + iωmf Uω = −
(
1 +
x2
x˜20
)
Fω. (1.5.5)
Im Grenzfall λ→∞ geht (1.5.5) in (1.5.4) u¨ber.
Bei der Bewegung einer harten Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen und einer ho-
mogen poro¨sen Kugel haben wir die expliziten Ausdru¨cke fu¨r die induzierte Kraftdichte
ausgenutzt. Bei der Behandlung allgemeiner Randbedingungen haben wir jedoch zuna¨chst
keine Kenntnisse u¨ber die Bewegung der Flu¨ssigkeit im Inneren der Kugel.
Die Flußgeschwindigkeit vω(r) la¨ßt sich wegen (1.2.19) allgemein durch den einfallenden
Fluß v0ω(r) und die induzierte Kraftdichte Fω(r) darstellen.
Integration u¨ber das Kugelvolumen ergibt∫
Va
vω(r) dr =
∫
Va
v0ω(r) dr+
1
4piη
∫ [ ∫
Va
Tα(r− r′) dr
]
· Fω(r′) dr′. (1.5.6)
In [59] werden Formeln fu¨r Volumenmittel der Greenschen Funktion gα(r−r′) bereitgestellt.
Aus Gleichung ([59];5.5) kann man unter Verwendung von (1.2.20) Volumenmittel fu¨r den
Operator Tα(r− r′) herleiten.
Fu¨r l = 1 und r < a folgt insbesondere die Beziehung4
x2
∫
Va
Tα(r− r′) ·A1m(rˆ′) dr′+ a(1 + x)
∫
Sa
Tα(r− s′) ·A1m(sˆ′) ds′ = 8pi
3
a2A1m(rˆ). (1.5.7)
Das Oberfla¨chenintegral in (1.5.7) kann mit dem Antennentheorem (1.4.2) fu¨r l = 1
und σ = N umgeschrieben werden zu
α2
∫
Va
Tα(r− r′) ·A1m(rˆ′) dr′ + 8x2k1(x)v+1mN(r) =
8pi
3
A1m(rˆ). (1.5.8)
4(1.5.7) la¨ßt sich auch aus der in [29] angegebenen Gleichung ([29],6.4) fu¨r l = 1 gewinnen, wenn man
dort einen fehlenden Faktor αR im zweiten Term auf der linken Seite nachtra¨gt.
KAPITEL 1. DIE BEWEGUNG EINER KUGEL 36
Wir definieren fu¨r σ = N, M, P Kraftmomente
Fσ =
4pi
3
∑
m
f1mσ A1m, (1.5.9)
und bemerken, daß insbesondere
FP = Fω (1.5.10)
gilt.
Unter Verwendung von (1.5.8), (1.5.9), (1.4.1) und der Symmetrie von Tα schreiben
wir (1.5.6) als
iωmf vω(r)
V
= iωmf v0ω(r)
V
+
1 + x
exp(x)
FN − 2
3
FP . (1.5.11)
Darin ist mf = (4pi/3)ρa
3 die Masse einer Flu¨ssigkeitskugel mit Radius a und f(r)
V
=
3/(4pia3)
∫
Va
f(r) dr bezeichnet das Volumenmittel von f(r).
Fu¨r ω = 0 folgen daraus allgemein die Identita¨ten
ZNP (1)
ZPP (1)
∣∣∣∣
ω=0
=
ZNN(1)
ZNP (1)
∣∣∣∣
ω=0
=
2
3
. (1.5.12)
Einsetzen von (1.5.11) in (1.5.2) ergibt
Kω = −iωmf v0ω(r)V − 1 + x
exp(x)
FN − 1
3
FP . (1.5.13)
Die Kraftmomente FN und FP sind mit der Kugelgeschwindigkeit Uω und Momenten
des einfallenden Flusses v0ω(r) verbunden.
Aus der Definition (1.5.9) der Fσ, (1.4.28) und (1.4.12) folgt fu¨r σ = N, P
Fσ =
4pi
3
ZσP (1)Uω − 4pi
3
∑
m
(
ZσN(1)c
+
1mN + ZσP (1)c
+
1mP
)
A1m. (1.5.14)
Aus der Definition der Basisflu¨sse {v+lmσ(r)} (1.3.2) folgen unter Verwendung von (1.3.9)
die Gleichungen ∫
Sa
A∗1m′(sˆ) · v+lmσ(s) ds = 3a2
(
δσP +
2
3
g0(x) δσN
)
δl1δmm′ ,
∫
Va
A∗1m′(rˆ) · v+lmσ(r) dr = a3
(
δσP + 2
g1(x)
x
δσN
)
δl1δmm′ .
(1.5.15)
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Fu¨r die Koeffizienten (1.3.16) des einfallenden Flusses folgen unter Verwendung von (1.5.15)
allgemein die Identita¨ten∑
m
c+1mN A1m = −
3
2
1
g2(x)
(
v0ω(r)
V − v0ω(r)S
)
,
∑
m
c+1mP A1m = v0ω(r)
S
+
g0(x)
g2(x)
(
v0ω(r)
V − v0ω(r)S
)
.
(1.5.16)
Darin bezeichnet f(r)
S
= 1/(4pia2)
∫
Sa
f(s) ds das Oberfla¨chenmittel von f(r) u¨ber die
Kugeloberfla¨che Sa.
Aus (1.5.14) und (1.5.16) folgt fu¨r σ = N, P
Fσ =
4pi
3
ZσP (1)
(
Uω − v0ω(r)S
)
− λσ(ω)
(
v0ω(r)
V − v0ω(r)S
)
(1.5.17)
mit
λσ(ω) =
4pi
3
−3
2
ZσN(1) + g0(x)ZσP (1)
g2(x)
. (1.5.18)
Speziell fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen ist
λN(ω) = 4piηaξ
g1(x)
g2(x)
x exp(x)
1 + ξx
, (1.5.19)
λP (ω) = −3
2
iωmf + 6piηaξ
g1(x)
g2(x)
x(1 + x)
1 + ξx
. (1.5.20)
Einsetzen von (1.5.17) in (1.5.13) liefert die Faxe´n–Gleichung
Kω = −ζt(ω)
(
Uω − v0ω(r)S
)
+ λt(ω)
(
v0ω(r)
V − v0ω(r)S
)
− iωmf v0ω(r)V (1.5.21)
mit der translativen Widerstandsfunktion ζt(ω)
ζt(ω) =
4pi
3
[
1 + x
exp(x)
ZNP (1) +
1
3
ZPP (1)
]
(1.5.22)
und
λt(ω) =
1 + x
exp(x)
λN(ω) +
1
3
λP (ω). (1.5.23)
Fu¨r Frequenz ω = 0 folgt unter Verwendung von (1.5.3), (1.5.10) und (1.5.17) aus (1.5.21)
ζt(0) =
4pi
3
ZPP (1)
∣∣
ω=0
(1.5.24)
und
λt(0) = λP (0). (1.5.25)
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(a) Die Funktion
ζt(ω)
6piηa
fu¨r eine harte Kugel mit
ξ = 0, 0.1, 0.2, 1/3. Die zusa¨tzlich eingezeichne-
te asymptotische Gerade entspricht dem Hochfre-
quenzverhalten proportional zur Frequenz ω und
unabha¨ngig von ξ.
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(b) Die Funktion
ζt(ω)
6piηa
fu¨r eine poro¨se Kugel mit
x˜0 = 1, 10, 100, 1000. Die zusa¨tzlich eingezeich-
nete Gerade zeigt wie in Abb. (a) das Hochfre-
quenzverhalten bei einer harten Kugel. Im Unter-
schied zur harten Kugel bleibt die Widerstands-
funktion einer poro¨sen Kugel fu¨r große Frequen-
zen beschra¨nkt.
Abbildung 1.5: Die translative Widerstandsfunktion ζt(ω).
Speziell fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen ist
ζt(ω) = 6piηa(1− ξ) 1 + x
1 + ξx
− 1
2
iωmf,
ζt(ω) ≈ −1
2
iωmf fu¨r |x| À 1
(1.5.26)
und
λt(ω) = λP (ω) + iωmf. (1.5.27)
Fu¨r eine durchla¨ssige Kugel findet man das Hochfrequenzverhalten
ζt(ω) ≈
{
4pi
9
a3 λ, λ endlich,
−1
2
iωmf, λ =∞
(1.5.28)
fu¨r |x| À 1.
Das Hochfrequenzverhalten der Widerstandsfunktion beeinflußt die Geschwindigkeit
der Kugel zur Zeit t = 0. Darauf kommen wir in Abschnitt 1.11 zuru¨ck.
Addition von (1.5.17) fu¨r σ = P mit (1.5.21) liefert nach elementaren Umformungen
Kω + iωmf Uω = −Fω +∆t1(ω)
(
Uω − v0ω(r)S
)
+∆t2(ω)
(
v0ω(r)
V − v0ω(r)S
)
, (1.5.29)
KAPITEL 1. DIE BEWEGUNG EINER KUGEL 39
2 4 6 8 10
x
-0.75
-0.5
-0.25
0
0.25
0.5
0.75
1
x˜0 = 1
(a) Die Funktion
∆t1(ω)
6piηa
fu¨r eine poro¨se Kugel mit
x˜0 = 1, 10, 100, 1000.
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(b) Die Funktion
∆t2(ω)
6piηa
fu¨r eine poro¨se Kugel mit
x˜0 = 1, 10, 100, 1000.
Abbildung 1.6: Die Funktionen ∆t1(ω) und ∆
t
2(ω).
mit
∆t1(ω) =
4pi
3
ZPP (1)− (ζt(ω)− iωmf),
∆t2(ω) = λt(ω)− (λP (ω) + iωmf).
(1.5.30)
Fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen ist ∆t1(ω) = ∆
t
2(ω) = 0 und
wir finden (1.5.4) wieder.
Wie wir in (1.5.5) bereits gesehen haben, verschwinden die Ausdru¨cke ∆t1(ω) und ∆
t
2(ω)
im allgemeinen jedoch nicht. Fu¨r eine poro¨se Kugel sind die Funktionen in Abb. 1.6 wie-
dergegeben.
1.5.2 Die rotative Widerstandsfunktion
Das hydrodynamische Drehmoment Tω ist mit dem totalen induzierten Drehmoment Tω
Tω =
∫
Va
r× Fω(r) dr (1.5.31)
verbunden.
Wir integrieren das Kreuzprodukt von r mit (1.2.6) u¨ber das Volumen der Kugel und
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erhalten
Tω − ηα2
∫
Va
r× vω(r) dr = −Tω. (1.5.32)
Bei Frequenz ω = 0 unterscheiden sich das hydrodynamische Drehmoment T0 und das
totale induzierte Drehmoment T0 nur durch das Vorzeichen
T0 = −T0. (1.5.33)
Speziell fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen folgt aus der Bedingung
(1.2.16)
∫
Va
r× vω(r) dr = 8pi15a5Ωω und man erha¨lt in diesem Fall
Tω + iωIf Ωω = −Tω. (1.5.34)
mit dem Tra¨gheitsmoment If =
2
5
mfa
2 einer Flu¨ssigkeitskugel mit Radius a.
Speziell fu¨r eine homogene poro¨se Kugel folgt aus der Bedingung (1.2.14)
∫
Va
r ×
vω(r) dr =
8pi
15
a5Ωω − 1λTω und man erha¨lt in diesem Fall
Tω + iωIf Ωω = −
(
1 +
x2
x˜20
)
Tω. (1.5.35)
Im Grenzfall λ→∞ geht (1.5.35) in (1.5.34) u¨ber.
Analog zur Behandlung der translativen Bewegung haben wir bei allgemeinen Rand-
bedingungen zuna¨chst keine Kenntnisse u¨ber die Bewegung der Flu¨ssigkeit im Inneren der
Kugel.
Fu¨r allgemeine Randbedingungen la¨ßt sich die Wirbelgeschwindigkeit r × vω(r) wie
gehabt, wegen (1.2.19) durch den einfallenden Fluß v0ω(r) und die induzierte Kraftdichte
Fω(r) darstellen.
Integration u¨ber das Kugelvolumen ergibt∫
Va
r× vω(r) dr =
∫
Va
r× v0ω(r) dr+ 1
4piη
∫ [ ∫
Va
r×Tα(r− r′) dr
]
· Fω(r′) dr′. (1.5.36)
Aus Gleichung ([59];5.7) erha¨lt man unter Verwendung von (1.2.20) fu¨r l = 1 und r < a
die Beziehung
x2
∫
Va
Tα(r− r′) · [r′C1m(rˆ′)] dr′
+ a
(
3 +
x2
1 + x
)∫
Sa
Tα(r− s′) · [s′C1m(sˆ′)] ds′ = 4pia2 rC1m(rˆ). (1.5.37)
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Das Oberfla¨chenintegral in (1.5.37) kann mit dem Antennentheorem (1.4.2) fu¨r l = 1 und
σ =M umgeschrieben werden und man erha¨lt
α2
∫
Va
Tα(r− r′) · [r′C1m(rˆ′)] dr′ + 8ax2k2(x)v+1mM(r) = 4pi rC1m(rˆ). (1.5.38)
Unter Verwendung von (1.5.38), (1.5.9), (1.4.1) und der Symmetrie von Tα schreiben wir
(1.5.36) als
iωmf r× vω(r)V = iωmf r× v0ω(r)V + a3 + 3x+ x
2
x exp(x)
FM − Tω. (1.5.39)
Einsetzen von (1.5.39) in (1.5.32) liefert
Tω = −iωmf r× v0ω(r)V − a3 + 3x+ x
2
x exp(x)
FM . (1.5.40)
Das Kraftmoment FM ist mit der Winkelgeschwindigkeit Ωω und dem Oberfla¨chenmit-
tel der Wirbelgeschwindigkeit des einfallenden Flusses v0ω(r) verbunden.
Aus (1.5.9) folgt mit (1.4.28) und (1.4.12)
FM =
4pi
3
τr(ω)ZMM(1) Ωω − 4pi
3
ZMM(1)
∑
m
c+1mMA1m(r). (1.5.41)
Aus der Definition der Basisflu¨sse {v+lmσ(r)} (1.3.2) folgen unter Verwendung von (1.3.9)
die Gleichungen ∫
Sa
sC∗1m′(sˆ) · v+lmσ(s) ds = 2a3g1(x) δl1δmm′δσM ,∫
Va
rC∗1m′(rˆ) · v+lmσ(r) dr = 2a4
g2(x)
x
δl1δmm′δσM .
(1.5.42)
Daraus folgt, daß zwischen Volumenmittel und Oberfla¨chenmittel der Wirbelgeschwindig-
keit des einfallenden Flusses die einfache Beziehung
r× v0ω(r)V = 3g2(x)
xg1(x)
r× v0ω(r)S (1.5.43)
besteht.
Fu¨r Koeffizienten (1.3.16) des einfallenden Flusses folgt aus (1.5.42) die Beziehung∑
m
c+1mM A1m =
3
2ag1(x)
r× v0ω(r)S. (1.5.44)
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(a) Die Funktion
ζr(ω)
8piηa3
fu¨r eine harte Kugel mit
ξ = 0, 0.01, 0.025, 0.1, 0.2, 1/3.
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(b) Die Funktion
ζr(ω)
8piηa3
fu¨r eine poro¨se Kugel
mit x˜0 = 1, 10, 100, 1000. Die zusa¨tzlich einge-
zeichnete asymptotische Gerade zeigt das Hoch-
frequenzverhalten einer harten Kugel mit ξ = 0.
Abbildung 1.7: Die rotative Widerstandsfunktion ζr(ω).
Aus (1.5.41) folgt unter Verwendung von (1.5.44)
FM =
4pi
3
τr(ω)ZMM(1) Ωω − λM(ω) r× v0ω(r)S (1.5.45)
mit
λM(ω) =
2pi
ag1(x)
ZMM(1). (1.5.46)
Speziell fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen ist
λM(ω) = 4piη
(
1− ξ sinh(x)
g1(x)
)
x exp(x)
1 + x+ ξx2
. (1.5.47)
Einsetzen von (1.5.45) in (1.5.40) liefert unter Verwendung von (1.5.43) eine Faxe´n–
Gleichung fu¨r das hydrodynamische Drehmoment
Tω = −ζr(ω) Ωω + λr(ω) r× v0ω(r)S (1.5.48)
mit der rotativen Widerstandsfunktion ζr(ω)
ζr(ω) = 4pia
1 + x+ 1
3
x2
x exp(x)
τr(ω)ZMM(1), (1.5.49)
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und
λr(ω) = 3a
1 + x+ 1
3
x2
x exp(x)
λM(ω)− iωmf 3g2(x)
xg1(x)
. (1.5.50)
Fu¨r Frequenz ω = 0 folgt unter Verwendung von (1.4.22) aus (1.5.49) und (1.5.50)
ζr(0) = 12pia
2ZMM(1)
x2
∣∣∣∣
ω=0
(1.5.51)
und
λr(0) = 18pi
ZMM(1)
x2
∣∣∣∣
ω=0
. (1.5.52)
Speziell fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen ist
ζr(ω) = 8piηa
3(1− 3ξ)1 + x+
1
3
x2
1 + x+ ξx2
,
ζr(ω) ≈ 8piηa3
{
1
3
x, ξ = 0,
1−3ξ
3ξ
, ξ > 0,
1¿ x
(1.5.53)
und
λr(ω) = 4piηa(1− 3ξ) x exp(x)
g1(x)(1 + x+ ξx2)
. (1.5.54)
1.6 Admittanz und Konvektion
In diesem Abschnitt betrachten wir die Beitra¨ge der a¨ußeren Kraft Eω, des a¨ußeren Dreh-
momentes Nω und den konvektiven Beitrag des einfallenden Flusses v0ω(r) auf die Be-
wegung der Kugel. Die Linearita¨t der Bewegungsgleichungen gestattet es, die Beitra¨ge
getrennt zu untersuchen. Dazu definieren wir Admittanz- und Konvektionskoeffizienten.
1.6.1 Translative Admittanz und Konvektion
Die Bewegungsgleichung (1.1.19) fu¨r die Translationsbewegung der Kugel lautet in Fre-
quenzscheibweise
−iωmp Uω = Kω + Eω. (1.6.1)
Wir betrachten zuerst den Fall ohne einfallenden Fluß. Die Kugelgeschwindigkeit ist
dann alleine durch die a¨ußere Kraft Eω bestimmt.
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In Anlehnung an die Behandlung der Kugelbewegung fu¨r Frequenz ω = 0 bezeich-
nen wir diesen Fall als Stokes–Bewegung. Die Kugel bewegt sich dann mit einer Stokes–
Geschwindigkeit UStω .
Die hydrodynamische Stokes–Kraft KStω ist nach (1.5.21) durch
KStω = −ζt(ω) UStω (1.6.2)
gegeben.
Eingesetzt in (1.6.1) folgt fu¨r die Stokes-Geschwindigkeit
UStω = Yt(ω) Eω (1.6.3)
mit der translativen Admittanz
Yt(ω) =
1
ζt(ω)− iωmp . (1.6.4)
Speziell fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen ist
Yt(ω) =
1
6piηa
1 + ξx
1 + x+ σx2 − ξ(1 + x− σx3) (1.6.5)
mit
σ =
1
3
+
2
9
∆µ,
∆µ = µ− 1 ≥ −1,
µ =
mp
mf
.
(1.6.6)
Die Parameter σ, ∆µ oder µ beschreiben gleichwertig den Dichteunterschied zwischen
Flu¨ssigkeit und suspendiertem Teilchen.
Wir betrachten nun die Translation der Kugel mit einer Konvektionsgeschwindigkeit
Ûω in einem einfallenden Fluß v0ω(r), aber in Abwesenheit einer a¨ußeren Kraft.
Gleichung (1.6.1) lautet dann
K̂ω = −iωmp Ûω (1.6.7)
mit der hydrodynamischen Konvektionskraft K̂ω, welche u¨ber (1.5.21) mit der Geschwin-
digkeit der Flu¨ssigkeit verbunden ist
K̂ω = −ζt(ω)
(
Ûω − v0ω(r)S
)
+ λt(ω)
(
v0ω(r)
V − v0ω(r)S
)
− iωmf v0ω(r)V. (1.6.8)
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(a) Die Funktion 6piηa Yt(ω) fu¨r eine harte Kugel
mit ξ = 0, 0.1, 0.2, 1/3 und µ = 0, 10, 100. Die
jeweils unterste Kurve eines Fa¨chers entspricht
dem Wert ξ = 0. Die zusa¨tzlich eingezeichneten
asymptotischen Geraden beschreiben das Hoch-
frequenzverhalten.
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(b) Die Funktion 6piηa Yt(ω) fu¨r eine poro¨se Kugel
x˜0 = 1, 10, 100, 1000 und µ = 0, 10, 100. Die je-
weils unterste Kurve eines Fa¨chers entspricht dem
Wert x˜0 = 1000. Die zusa¨tzlich eingezeichneten
asymptotischen Geraden zeigen wie in Abb. (a)
das Hochfrequenzverhalten einer harten Kugel.
Abbildung 1.8: Die translative Admittanz Yt(ω).
Die Kombination von (1.6.7) und (1.6.8) liefert fu¨r die Konvektionsgeschwindigkeit Ûω den
Ausdruck
Ûω = γt(ω) v0ω(r)
S
+ δt(ω)
(
v0ω(r)
V − v0ω(r)S
)
, (1.6.9)
mit den translativen Konvektionskoeffizienten
γt(ω) = 1 + iω(mp −mf) Yt(ω),
γt(ω) = 1 +
iωmf
ζt(ω)
∆µ + O(ω2),
(1.6.10)
und
δt(ω) = (λt(ω)− iωmf) Yt(ω),
δt(0) = λP (0) Yt(0).
(1.6.11)
Speziell fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen ist
γt(ω) =
4pi
3
ZPP (1) Yt(ω),
δt(ω) = λP (ω) Yt(ω).
(1.6.12)
Umgekehrt ko¨nnen wir mit (1.6.7) und (1.6.9) die Konvektionskraft K̂ω durch den
einfallenden Fluß v0ω(r) darstellen.
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Fu¨r die allgemeine Translationsbewegung ist damit die hydrodynamische Kraft Kω
durch
Kω = K
St
ω + K̂ω,
= −ζt(ω) UStω − iωmp γt(ω) v0ω(r)
S − iωmp δt(ω)
(
v0ω(r)
V − v0ω(r)S
) (1.6.13)
und die Geschwindigkeit Uω durch
Uω = U
St
ω + Ûω
= Yt(ω) Eω + γt(ω) v0ω(r)
S
+ δt(ω)
(
v0ω(r)
V − v0ω(r)S
) (1.6.14)
gegeben. Daraus la¨ßt sich bei gegebener a¨ußerer Kraft und einfallendem Fluß die Lo¨sung
der Bewegungsgleichung (1.6.1) gewinnen.
1.6.2 Rotative Admittanz und Konvektion
Die Bewegungsgleichung (1.1.21) fu¨r die Rotationsbewegung der Kugel lautet in Frequenz-
schreibweise
−iωIp Ωω = Tω +Nω. (1.6.15)
Wir betrachten wieder zuerst den Fall ohne einfallenden Fluß, so daß die Stokes–
Rotationsgeschwindigkeit ΩStω der Kugel nur durch das a¨ußere Drehmoment Nω bestimmt
wird.
Das hydrodynamische Stokes–Drehmoment TStω ist nach (1.5.48) durch
TStω = −ζr(ω) ΩStω (1.6.16)
gegeben.
Eingesetzt in (1.6.15) folgt fu¨r die Stokes–Rotationsgeschwindigkeit
ΩStω = Yr(ω) Nω (1.6.17)
mit der rotativen Admittanz
Yr(ω) =
1
ζr(ω)− iωIp . (1.6.18)
Wir betrachten nun die Rotation der Kugel mit der konvektiven Rotationsgeschwin-
digkeit Ω̂ω in einem einfallenden Fluß v0ω(r), aber in Abwesenheit eines a¨ußeren Drehmo-
mentes.
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(a) Die Funktion 8piηa3 Yr(ω) fu¨r eine harte Kugel
mit ξ = 0, 0.1, 0.2, 1/3 und µ = 0, 10, 100. Die
jeweils unterste Kurve eines Fa¨chers entspricht
dem Wert ξ = 0. Die zusa¨tzlich eingezeichneten
asymptotischen Geraden beschreiben das Hoch-
frequenzverhalten.
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(b) Die Funktion 8piηa3 Yr(ω) fu¨r eine poro¨se Ku-
gel mit x˜0 = 1, 10, 100, 1000 und µ = 0, 10, 100.
Die jeweils unterste Kurve eines Fa¨chers ent-
spricht dem Wert x˜0 = 1000. Die zusa¨tzlich einge-
zeichneten asymptotischen Geraden zeigen wie in
Abb. (a) das Hochfrequenzverhalten einer harten
Kugel.
Abbildung 1.9: Die rotative Admittanz Yr(ω).
Gleichung (1.6.15) lautet dann
T̂ω = −iωIp Ω̂ω, (1.6.19)
mit dem hydrodynamischen, konvektiven Drehmoment T̂ω, welches u¨ber (1.5.48) mit dem
einlaufenden Fluß verbunden ist
T̂ω = −ζr(ω) Ω̂ω + λr(ω) r× v0ω(r)S. (1.6.20)
Die Kombination von (1.6.19) mit (1.6.20) liefert fu¨r die konvektive Rotationsgeschwinig-
keit Ω̂ω den Ausdruck
Ω̂ω = γr(ω) r× v0ω(r)S, (1.6.21)
mit dem rotativen Konvektionskoeffizienten
γr(ω) = λr(ω) Yr(ω). (1.6.22)
Umgekehrt ko¨nnen wir mit (1.6.19) und (1.6.20) das konvektive Drehmoment T̂ω durch
den einfallende Fluß v0ω(r) darstellen.
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Fu¨r die allgemeine Rotationsbewegung ist damit das hydrodynamische Drehmoment
Tω durch
Tω = T
St
ω + T̂ω,
= −ζr(ω) ΩStω − iωIp γr(ω) r× v0ω(r)
S (1.6.23)
und die Drehgeschwindigkeit Ωω durch
Ωω = Ω
St
ω + Ω̂ω
= Yr(ω) Nω + γr(ω) r× v0ω(r)S
(1.6.24)
gegeben. Daraus la¨ßt sich bei gegebenem a¨ußeren Drehmoment und einfallendem Fluß die
Lo¨sung der Bewegungsgleichung (1.6.15) gewinnen.
1.7 Die konvektiven Operatoren
In diesem Abschnitt zerlegen wir die induzierte Kraftdichte in ihren Stokes– und konvek-
tiven Anteil. Wir definieren danach den konvektiven Widerstandsoperator, welcher den
konvektiven Anteil der induzierten Kraftdichte mit dem einfallenden Fluss verbindet.
1.7.1 Der konvektive Widerstandsoperator
Wir zerlegen die Starrko¨rpergeschwindigkeit Vω(r) in einen Stokes– und einen konvektiven
Anteil
Vω(r) = V
St
ω (r) + V̂ω(r) (1.7.1)
mit
VStω (r) = U
St
ω +Ω
St
ω × r,
V̂ω(r) = Ûω + Ω̂ω × r.
(1.7.2)
Der konvektive Anteil V̂ω(r) la¨ßt sich als lineares Funktional des einfallenden Flussfeldes
schreiben.
Wir definieren die Bra– und Ket–Vektoren
(τ | = θ(r′ − a) 1, |τ ) = θ(r − a) 1,
(ρ| = θ(r′ − a) r′ × 1, |ρ) = θ(r − a) 1× r. (1.7.3)
Analog zu den Volumen–Bras und Kets definieren wir Oberfla¨chen–Bras und Kets, in dem
wir die θ–Funktion durch die δ–Distribution ersetzen. Die korrespondierenden Oberfla¨chen–
Bras und Kets werden durch ein hochgestelltes S gekennzeichnet, z.B. ist
(τ S| = δ(r′ − a) 1. (1.7.4)
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Damit la¨ßt sich (1.6.9) schreiben als
|Ûω) = γt|v0ω), (1.7.5)
mit dem Integralkern
γt(r, r
′) =
1
4pia2
(γt(ω)− δt(ω)) |τ ) · (τ S|+ 3
4pia3
δt(ω) |τ ) · (τ |. (1.7.6)
Aus (1.6.21) folgt
|Ω̂ω) = γr|v0ω), (1.7.7)
mit dem Integralkern
γr(r, r
′) =
1
4pia2
γr(ω)|τ ) · (ρS|. (1.7.8)
Fu¨r den konvektiven Anteil der Starrko¨rperbewegung folgt damit die Darstellung
|V̂ω) = γ|v0ω), (1.7.9)
mit
γ(r, r′) = γt(r, r
′)− r× γr(r, r′). (1.7.10)
Wir definieren einen Operator Zγα durch die Gleichung∫
Zα(r, r
′) · V̂ω(r′) dr′ =
∫
Zγα(r, r
′) · v0ω(r′) dr′. (1.7.11)
Aus (1.7.9) folgt
Zγα = Zαγ. (1.7.12)
Wir zerlegen nun die induzierte Kraftdichte
Fω(r) = F
St
ω (r) + F̂ω(r) (1.7.13)
mit
FStω (r) =
∫
Zα(r, r
′) ·VStω (r′) dr′,
F̂ω(r) = −
∫
Ẑα(r, r
′) · v0ω(r′) dr′.
(1.7.14)
Darin haben wir den konvektiven Widerstandskern Ẑα(r, r
′) definiert. Dieser ist gegeben
durch
Ẑα(r, r
′) = Zα(r, r′)− Zγα(r, r′). (1.7.15)
Der konvektive Widerstandskern ist rotationsinvariant.
Aus der hier bereitgestellten Definition ist nicht ersichtlich, ob der konvektive Wi-
derstandskern im allgemeinen auch symmetrisch ist. Die folgenden Betrachtungen geben
jedoch Anlaß zur Vermutung, daß dem so ist.
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1.7.2 Die konvektive Widerstandsmatrix im NMP-System
Wir betrachten nun die Matrixdarstellung des konvektivenWiderstandsoperators im NMP–
System. Die Matrixelemente der im letzten Abschnitt eingefu¨hrten Operatoren werden
anolog zu denen des Widerstandsoperators in (1.4.10) definiert.
Unter Verwendung von (1.5.16) und (1.6.9) la¨ßt sich die konvektive Geschwindigkeit
durch Koeffizienten des einfallenden Flusses im NMP-System darstellen als
Ûm =
√
3
4pi
[βt(ω) c
+
1mN + γt(ω) c
+
1mP ] (1.7.16)
mit
βt(ω) =
2
3
g0(x)γt(ω)− 2
3
g2(x)δt(ω),
βt(0) =
2
3
.
(1.7.17)
Speziell fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen gilt
βt(ω) =
4pi
3
ZNP (1) Yt(ω). (1.7.18)
Unter Verwendung von (1.5.44) und (1.6.21) la¨ßt sich die konvektive Rotationsgeschwin-
digkeit durch Koeffizienten des einfallenden Flusses im NMP–System darstellen
Ω̂m =
√
3
4pi
2a
3
g1(x)γr(ω) c
+
1mM . (1.7.19)
Wir definieren Entwicklungskoeffizienten d̂lmσ der konvektiven Starrko¨rperbewegung V̂ω(r)
durch (1.4.27) mit Um, Ωm ersetzt durch Ûm, Ω̂m
d̂lmσ =
√
4pi
3
(Ûm δσP + τr(ω) Ω̂m δσM)δl1. (1.7.20)
Damit folgt analog zu (1.4.28) als Matrixgleichung fu¨r (1.7.11)∑
l′m′σ′
Zγ(lmσ, l′m′σ′) c+l′m′σ′ = ZσP (1) d̂1mP + ZσM(1) d̂1mM , oder kurz
Zγ c+ = Z d̂.
(1.7.21)
Ein Koeffizientenvergleich nach Einsetzen von (1.7.20) in (1.7.21) liefert
Zγ(lmσ, l′m′σ′) = δl1δll′δmm′ Z
γ
σσ′ (1.7.22)
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mit
ZγNN = βt(ω) ZNP (1),
ZγNP = γt(ω) ZNP (1),
ZγMM =
2a
3
g1(x)τr(ω)γr(ω) ZMM(1),
ZγPN = βt(ω) ZPP (1),
ZγPP = γt(ω) ZPP (1).
(1.7.23)
Fu¨r die Matrixelemente des konvektiven Widerstandsoperators folgt damit wegen (1.7.15)
Ẑ(lmσ, l′m′σ′) = δll′δmm′ Ẑσσ′(l),
Ẑσσ′(l) = Zσσ′(l)− δl1 Zγσσ′ oder kurz Ẑ = Z− Zγ.
(1.7.24)
Im Hinblick auf die Symmetrieeigenschaften des konvektiven Widerstandsoperators stellen
wir einige Ergebnisse fu¨r Spezialfa¨lle zusammen:
• Fu¨r Frequenz ω = 0 folgt unter Verwendung von (1.5.12) und (1.7.17) fu¨r beliebige
Randbedingungen
ZγNP
∣∣
ω=0
= ZγPN
∣∣
ω=0
= ZNP (1)
∣∣
ω=0
. (1.7.25)
Daher sind in diesem Fall Zγ und Ẑ symmetrische Matrizen.
• Fu¨r Haft–Gleit–Randbedingungen gilt
ZγNP = Z
γ
PN =
4pi
3
ZNP (1) ZPP (1) Yt(ω). (1.7.26)
und die Matrizen Zγ und Ẑ sind fu¨r alle Frequenzen symmetrisch.
• Der numerische Vergleich der Matrixelemente fu¨r eine poro¨se Kugel zeigt, daß die
Matrizen Zγ und Ẑ in diesem Fall ebenfalls fu¨r alle Frequenzen symmetrisch sind.
Symmetrievermutung fu¨r den konvektiven Widerstandsoperator: Aufgrund der
obigen Ergebnisse vermuten wir, daß der konvektive Widerstandsoperator fu¨r beliebige
Randbedingungen symmetrisch ist und seine Darstellungsmatrizen symmetrische Matrizen
sind.
Bemerkung 1: Wir betonen, daß die Symmetrieeigenschaften des konvektiven Wider-
standsoperators zwar prinzipiell interessant sind, sie haben auf die weitere Entwicklung
des Formalismus aber keinen Einfluß.
Bemerkung 2: Ist die konvektive Widerstandsmatrix symmetrisch, so folgt aus (1.7.23),
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daß die Widerstandsmatrixelemente ZNN(1), ZNP (1) und ZPP (1) nicht unabha¨ngig von
einander sind (vgl. dazu (1.5.12) fu¨r Frequenz ω = 0).
Abschließend geben wir (1.7.14) als Matrixgleichungen bezu¨glich des NMP–Systems an.
Fu¨r den Stokes–Anteil folgt die Gleichung
fSt1mσ =
∑
σ′
Zσσ′(1) d
St
1mσ′ oder kurz f
St = Z dSt, (1.7.27)
wobei die Koeffizienten von dSt durch (1.4.27) mit Um, Ωm ersetzt durch U
St
m , Ω
St
m gegeben
sind
dStlmσ =
√
4pi
3
(Yt(ω) Em δσP + τr(ω) Yr(ω) Nm δσM) δl1. (1.7.28)
Die nicht–verschwindenden Komponenten von fSt werden daher gegeben durch
fSt1mN =
√
4pi
3
Yt(ω) ZNP (1) Em,
fSt1mM =
√
4pi
3
τr(ω) Yr(ω) ZMM(1) Nm,
fSt1mP =
√
4pi
3
Yt(ω) ZPP (1) Em.
(1.7.29)
Fu¨r Frequenz ω = 0 folgt aus (1.5.12)
fSt1mN
∣∣∣
ω=0
=
2
3
fSt1mP
∣∣∣
ω=0
. (1.7.30)
Fu¨r den konvektiven Anteil erha¨lt man die Matrixgleichung
f̂lmσ = −
∑
σ′
Ẑσσ′(l) c
+
lmσ′ oder kurz f̂ = −Ẑ c+. (1.7.31)
Entsprechend den Zerlegungen (1.7.13) und (1.7.1) gilt
flmσ = f
St
1mσ δl1 + f̂lmσ oder kurz f = f
St + f̂,
dlmσ = d
St
1mσ δl1 + d̂lmσ oder kurz d = d
St + d̂.
(1.7.32)
Wir bemerken abschließend, daß zwischen dem konvektiven, totalen induzierten Dreh-
moment T̂ω und dem konvektiven Kraftmoment F̂M wegen (1.4.21) die Beziehung
T̂ω = τr(ω) F̂M (1.7.33)
besteht.
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1.7.3 Der konvektive Streuoperator und die konvektive Streu-
matrix im NMP–System
Wir definieren den konvektiven Streuoperator X̂α durch
X̂α = −GαẐα. (1.7.34)
Analog zur Zerlegung (1.7.13) der induzierten Kraftdichte, zerlegen wir den Streufluß v1ω(r)
v1ω(r) = v
St
ω (r) + v̂1ω(r) (1.7.35)
mit
vStω (r) = −
∫
Xα(r, r
′) ·VStω (r′) dr′,
v̂1ω(r) =
∫
X̂α(r, r
′) · v0ω(r′) dr′.
(1.7.36)
Damit zerlegen wir auch eine allgemeine Lo¨sung vω(r) von (1.2.6)
vω(r) = v
St
ω (r) + v̂ω(r) (1.7.37)
mit
v̂ω(r) = v0ω(r) + v̂1ω(r). (1.7.38)
Die konvektive Streumatrix und der konvektive Anteil des Streuflusses im
NMP–System
Als Matrixgleichung fu¨r (1.7.34) schreiben wir im NMP–System kurz
X̂ = −G Ẑ. (1.7.39)
Der konvektive Anteil des Streuflusses v̂1ω(r) hat die Entwicklung
v̂1ω(r) =
∑
lmσ
ĉ−lmσ v
−
lmσ(r) (1.7.40)
mit
ĉ−lmσ =
∑
σ′
X̂σσ′(l) c
+
1mσ′ , oder kurz ĉ
− = X̂ c+. (1.7.41)
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Der Stokes–Fluß im NMP–System
Wir geben nun eine explizite Darstellung des Stokes–Flusses vStω (r) im NMP–System an.
Aus der Entwicklung
vStω (r) =
∑
mσ
cSt1mσ v
−
1mσ(r) (1.7.42)
mit
cSt1mσ = −
∑
σ′
Xσσ′(1) d
St
1mσ′ , oder kurz c
St = −X dSt, (1.7.43)
findet man die Darstellung
vStω (r) = ²t(r, ω) · Eω + ²r(r, ω) ·Nω (1.7.44)
mit den Stokes–Matrizen
²t(r, ω) = −Yt(ω)XNP (1)
3 exp(y)
[
1
r
+
1
α2
{
3 + 3y + y2
2
− exp(y)XPP (1)
XNP (1)
}
1− 3rˆrˆ
r3
]
,
²r(r, ω) = XMM(1)τr(ω)Yr(ω)
1 + y
2α exp(y)
rˆ
r2
× 1.
(1.7.45)
Darin ist, wie vorher, y = αr und α =
√−iωρ/η.
Der Stokes–Fluß bei Frequenz ω = 0
Um aus (1.7.44) den Stokes–Fluss fu¨r ω = 0 gewinnen zu ko¨nnen beno¨tigen wir Kenntnisse
u¨ber die Frequenzabha¨ngigkeit des Ausdrucks
XPP (1)
XNP (1)
. Zu einem bestimmten Kugelmodel
la¨ßt sich die Frequenzabha¨ngigkeit aus der expliziten Form der Matrixelemente gewinnen.
Wir mo¨chten hier jedoch einen allgemeinen Ausdruck fu¨r den Stokes–Kriechfluß angeben
und greifen — auch als Motivation fu¨r das im na¨chsten Kapitel beschriebene STP–System
— etwas voraus und erhalten aus (1.9.15)
XPP (1)
XNP (1)
=
3
2
− S
20
α2 + O(α3). (1.7.46)
Dabei ist S durch die Streumatrix bei Frequenz ω = 0 bestimmt.
Unter Verwendung von (1.5.22), (1.6.4) erhalten wir mit (1.9.15)
²t(r, 0) =
1
8piη
[
1+ rˆrˆ
r
+
S
15
1− 3rˆrˆ
r3
]
. (1.7.47)
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Unter Verwendung von (1.5.49) und (1.6.4) erhalten wir
²r(r, 0) = − 1
8piη
rˆ
r2
× 1. (1.7.48)
Damit haben wir den Stokes–Kriechfluß vSt0 (r) aus ([40];5.20) wiedergefunden.
1.8 Das STP–Basissystem
In diesem Abschnitt definieren wir das STP-Basissystem. Das STP-Basissystem ist wie
das in Abschnitt 1.3 eingefu¨hrte NMP-Basissystem ein System vollsta¨ndiger Lo¨sungen der
freien, linearisierten Navier-Stokes–Gleichungen (1.3.1).
Um die Flu¨ssigkeitsbewegung fu¨r von Null verschiedene Frequenzen zu analysieren, sind
beide Funktionensysteme geeignet.
Im Grenzfall der Kriechbewegung (d.h. bei Frequenz ω = 0) kann die Verwendung
des NMP-Systems jedoch zu Problemen fu¨hren, da die meisten Basisflu¨sse in diesem Fall
entweder divergieren oder identisch verschwinden. Die Werte einer physikalischen Gro¨ße
mu¨ssen jedoch auch im Grenzfall der Kriechbewegung definiert bleiben, so daß die Koeffi-
zienten der NMP–Darstellungsvektoren oder Matrizen unter Umsta¨nden kompensierende
Nullen oder Singularita¨ten beno¨tigen (vgl. (1.5.39), (1.5.40) und (1.7.45)).
Bei der Behandlung des Streuproblems von mehreren Kugeln fu¨hrt dieser Umstand
leicht zu numerisch nur bedingt konvergenten Ausdru¨cken. Damit ist gemeint, daß man dort
Ausdru¨cke mit hunderten von Termen auszuwerten hat, bei denen in der NMP–Darstellung
nicht klar ist, welche Beitra¨ge zusammengefaßt werden mu¨ssen, um endliche Teilausdru¨cke
zu erzeugen.
Aus anderen Arbeiten [51,62] steht jedoch als alternatives Basissystem das STP–System
zur Verfu¨gung, fu¨r das sowohl Basisvektoren als auch Darstellungskoeffizienten fu¨r ω → 0
konvergieren und die bekannten Ergebnisse reproduzieren. Der Nachteil des STP-Systems
liegt in zusa¨tzlichen Komplikationen bei der expliziten Berechnung der Flußfelder zu einem
gegebenen Kugelmodell.
Wir betonen, daß das NMP–System seine Brauchbarkeit fu¨r die Behandlung der Bewe-
gung einer einzelnen, suspendierten Kugel bei der Berechnung der Widerstands–, Admit-
tanz– und Konvektionsfunktionen unter Beweis gestellt hat. Insbesondere ist es, aufgrund
seiner Symmetrieeigenschaften, bei der Berechnung der Streumatrix zu bevorzugen. Je
nach behandeltem Problem ist dann zu entscheiden, ob ein Wechsel zum STP–System
angebracht ist.
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(a) Die Funktion gl(y) fu¨r l = 0, 1, . . . , 10.
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(b) Die Funktion gl(y) fu¨r l = 0, 1, . . . , 10 .
Abbildung 1.10: Die Funktionen gl(y) und gl(y).
1.8.1 Die regula¨ren Lo¨sungen
Die vollsta¨ndige Menge der im Ursprung regula¨ren Lo¨sungen {u+lmρ(r), p+lmρ(r)} im STP–
System wird gegeben durch
u+lmS(r) = r
l−1
[
gl−1(y)Alm(rˆ) +
l
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
y2gl+1(y)Blm(rˆ)
]
u+lmT (r) = r
lgl(y)Clm(rˆ)
u+lmP (r) = r
l+1
[
(l + 1)(2l + 3)
2l
gl−1(y)Alm(rˆ) + gl+1(y)Blm(rˆ)
]
p+lmS(r) = 0, p
+
lmT (r) = 0, p
+
lmP (r) = η
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
l
rlYlm(rˆ).
(1.8.1)
Die hier gewa¨hlte Nummerierung der Lo¨sungen weicht von der in [51] leicht darin ab, daß
l unabha¨ngig von ρ = S, T, P Werte ≥ 1 annimmt. Der zweite Index m hat zugeho¨rige,
ganzzahlige Werte m = −l,−l + 1, . . . , l.
Die Funktionen gl(y) und gl(y) sind implizit definiert durch die Gleichungen
gl(y) =
yl
(2l + 1)!!
gl(y),
gl(y) = 1 +
y2
2(2l + 3)
gl(y),
(1.8.2)
mit den regula¨ren modifizierten spha¨rischen Besselfunktionen gl(y) aus (1.3.3). Sie sind so
normiert, daß gl(0) = 1 und gl(0) = 1 gilt.
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Die regula¨ren Lo¨sungen der Basismengen sind durch die Basiswechselmatrizen V+ und
W+
u+lmρ(r) =
∑
l′m′σ′
V +(l′m′σ′, lmρ) v+l′m′σ′(r),
v+lmσ(r) =
∑
l′m′ρ′
W+(l′m′ρ′, lmσ) u+l′m′ρ′(r)
(1.8.3)
verbunden. Analoge Beziehungen gelten fu¨r die Druckfunktionen.
Die Basiswechselmatrizen sind reziprok zueinander
V+W+ = W+V+ = 1. (1.8.4)
Die Matrixelemente haben die Form
V +(l′m′σ′, lmρ) = δll′δmm′ V +σ′ρ(l),
W+(l′m′ρ′, lmσ) = δll′δmm′ W+ρ′σ(l),
(1.8.5)
wobei die nicht verschwindenden V +σρ(l), W
+
ρσ(l) gegeben sind durch
V +NS(l) =
(2l + 1)!!
l + 1
1
αl−1
, W+SN(l) =
l + 1
(2l + 1)!!
αl−1,
V +NP (l) =
(2l + 1)(2l + 3)!!
l
1
αl+1
, W+SP (l) = 1,
V +MT (l) = (2l + 1)!!
1
αl
, W+TM(l) =
1
(2l + 1)!!
αl,
V +PP (l) = −
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
l
1
α2
, W+PP (l) = −
l
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
α2.
(1.8.6)
Die regula¨ren Basiswechselmatrizen V+ und W+ haben die Blockgestalt
V+ =
V+NS 0 V+NP0 V+MT 0
0 0 V+PP
 , W+ =
W+SN 0 W+SP0 W+TM 0
0 0 W+PP
 . (1.8.7)
Die regula¨ren STP–Lo¨sungen {u+[0]lmρ (r), p+[0]lmρ (r)} bei Frequenz ω = 0 ha¨ngen mit fru¨her
verwendeten Funktionen [40,56] wie folgt zusammen
u
+[0]
lmS(r)
[40]
= v+l−1mS(r)
[56]
=
1
nlm
v+lm0(r),
u
+[0]
lmT (r) = v
+
lmT (r) = −i
1
nlm
v+lm1(r),
u
+[0]
lmP (r) = v
+
l+1mP (r) =
1
nlm
v+lm2(r),
p
+[0]
lmP (r) = p
+
l+1mP (r) =
1
nlm
p+lm2(r),
(1.8.8)
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wobei
nlm =
[
4pi
2l + 1
(l +m)!
(l −m)!
] 1
2
(1.8.9)
ist.
1.8.2 Die regula¨ren adjungierten Funktionen
Wie beim NMP–System definieren wir ein System {q+lmρ(r)} von zu {u+lmρ(r)} adjungierten
Funktionen.
Das Integral zweier Funktionen aus den adjungierten Funktionenmengen, gebildet u¨ber
eine Kugelschale Sb mit beliebigem Radius b, genu¨gt wieder einer Orthonormalita¨tsrelation
der Form
1
b
∫
Sb
q+∗lmρ(s) · u+l′m′ρ′(s) ds = δll′ δmm′ δρρ′ , fu¨r b > 0. (1.8.10)
Die regula¨ren, adjungierten Funktionen werden durch
q+lmS(r) =
1
l(2l + 1)
1
rl
[
Alm(rˆ)− 2l + 3
2
g∗l−1(y)
g∗l+1(y)
Blm(rˆ)
]
,
q+lmT (r) =
1
l(l + 1)
1
g∗l (y)
1
rl+1
Clm(rˆ),
q+lmP (r) =
1
(l + 1)(2l + 1)
1
rl+2
[
g∗l−1(y)
g∗l+1(y)
Blm(rˆ)− 1
(2l + 1)(2l + 3)
y2
∗
Alm(rˆ)
] (1.8.11)
gegeben.
Die adjungierten, regula¨ren Funktionen der Basismengen sind durch die Basiswechsel-
matrizen V+ und W+
q+lmρ(r) =
∑
l′m′σ′
W+
∗
(lmρ, l′m′σ′) w+l′m′σ′(r),
w+lmσ(r) =
∑
l′m′ρ′
V +
∗
(lmσ, l′m′ρ′) q+l′m′ρ′(r)
(1.8.12)
verbunden.
Ein einfallender Fluß v0ω(r) kann damit im STP–System wie folgt zerlegt werden
v0ω(r) =
∑
lmρ
c+lmρu
+
lmρ(r). (1.8.13)
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Zwischen den Entwicklungskoeffizienten bezu¨glich der Basismengen bestehen die Beziehun-
gen
c+ = V+ c¯+,
c¯+ = W+ c+.
(1.8.14)
Speziell fu¨r l = 1 ist
c+1mN =
3
2
c+1mS +
45
α2
c+1mP , c
+
1mS =
2
3
c+1mN + c
+
1mP ,
c+1mM =
3
α
c+1mT , c
+
1mT =
α
3
c+1mM ,
c+1mP = −
30
α2
c+1mP , c
+
1mP = −
α2
30
c+1mP .
(1.8.15)
Die adjungierten, regula¨ren Funktionen {q+[0]lmρ (r)} bei Frequenz ω = 0 ha¨ngen mit
fru¨her verwendeten Funktionen [40,56] wie folgt zusammen
q
+[0]
lmS(r) = nlmw
+
lm0(r),
q
+[0]
lmT (r) = −i nlmw+lm1(r),
q
+[0]
lmP (r) = nlmw
+
lm2(r).
(1.8.16)
1.8.3 Die singula¨ren Lo¨sungen
Die vollsta¨ndige Menge von im Unendlichen verschwindenden Lo¨sungen {u−lmρ(r), p−lmρ(r)}
von (1.3.1) wird durch
u−lmS(r) =
1
(2l + 1)2(2l + 3)
1
rl+2
[
l
l + 1
kl+1(y)Blm(rˆ)
+
1
(2l − 1)(2l + 1)y
2kl−1(y)Alm(rˆ)
]
,
u−lmT (r) =
1
l(l + 1)(2l + 1)
kl(y)
rl+1
Clm(rˆ),
u−lmP (r) =
1
(2l + 1)2
1
rl
[
(l + 1)
l(2l − 1)kl−1(y)Alm(rˆ)−
1
2
kl+1(y)Blm(rˆ)
]
,
p−lmS(r) = 0, p
−
lmT (r) = 0, p
−
lmP (r) = η
1
2l + 1
1
rl+1
Ylm(rˆ)
(1.8.17)
gegeben.
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(a) Die Funktion kl(y) fu¨r l = 0, 1, . . . , 10.
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(b) Die Funktion kl(y) fu¨r l = 1, . . . , 10 .
Abbildung 1.11: Die Funktionen kl(y) und kl(y).
Die Funktionen kl(y) und kl(y) sind implizit definiert durch die Gleichungen
kl(y) =
pi
2
(2l − 1)!!
yl+1
kl(y),
kl(y) = 1− y
2
2(2l − 1) kl(y), l ≥ 1,
(1.8.18)
mit den singula¨ren modifizierten spha¨rischen Besselfunktionen kl(y) aus (1.3.18). Sie sind
so normiert, daß kl(0) = 1 und kl(0) = 1 gilt.
Die singula¨ren Lo¨sungen der Basismengen sind durch die Basiswechselmatrizen V− und
W−
u−lmρ(r) =
∑
l′m′σ′
V −(l′m′σ′, lmρ) v−l′m′σ′(r),
v−lmσ(r) =
∑
l′m′ρ′
W−(l′m′ρ′, lmσ) u−l′m′ρ′(r)
(1.8.19)
verbunden. Eine analoge Beziehung gilt fu¨r die Druckfunktionen.
Die Basiswechselmatrizen sind reziprok zueinander
V−W− = W−V− = 1. (1.8.20)
Die Matrixelemente haben die Form
V −(l′m′σ′, lmρ) = δll′δmm′ V −σ′ρ(l),
W−(l′m′ρ′, lmσ) = δll′δmm′ W−ρ′σ(l),
(1.8.21)
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wobei die nicht verschwindenden V −σρ(l), W
−
ρσ(l) gegeben sind durch
V −NS(l) =
l
(2l + 1)(2l + 3)!!
αl+1, W−SN(l) =
(2l + 1)(2l + 3)!!
l
1
αl+1
,
V −NP (l) =
l + 1
(2l + 1)!!
αl−1, W−SP (l) = −
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
l
1
α2
,
V −MT (l) =
1
(2l + 1)!!
αl, W−TM(l) = (2l + 1)!!
1
αl
,
V −PP (l) = 1, W
−
PP (l) = 1.
(1.8.22)
Die singula¨ren Basiswechselmatrizen V− und W− haben die gleiche Blockgestalt wie die
regula¨ren Basiswechselmatrizen V+ und W+.
Die singula¨ren STP–Lo¨sungen {u−[0]lmρ (r), p−[0]lmρ (r)} bei Frequenz ω = 0 ha¨ngen mit fru¨her
verwendeten Funktionen [40,56] wie folgt zusammen
u
−[0]
lmS(r)
[40]
= v−l+1mS(r)
[56]
=
1
nlm
v−lm2(r),
u
−[0]
lmT (r) = v
−
lmT (r) = −i
1
nlm
v−lm1(r),
u
−[0]
lmP (r) = v
−
l−1mP (r) =
1
nlm
v−lm0(r),
p−lmP (r) = p
−
l−1mP (r) =
1
nlm
p−lm0(r).
(1.8.23)
1.8.4 Die adjungierten singula¨ren Funktionen
Wie fu¨r die regula¨ren Lo¨sungen, definieren wir auch hier ein adjungiertes System {q−lmρ(r)}
welches auf einer Kugelschale Sb mit beliebigem Radius b, einer Orthonormalita¨tsrelation
der Form
1
b
∫
Sb
q−∗lmσ(s) · u−l′m′σ′(s) ds = δll′ δmm′ δρρ′ , fu¨r b > 0, (1.8.24)
genu¨gt.
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Die regula¨ren, adjungierten Funktionen werden durch
q−lmS(r) =
(2l + 1)(2l + 3)
l
rl+1
[
2l − 1
2
k∗l+1(y)
k∗l−1(y)
Alm(rˆ) +Blm(rˆ)
]
,
q−lmT (r) = (2l + 1)
rl
k∗l (y)
Clm(rˆ),
q−lmP (r) =
1
l + 1
rl−1
[
(2l − 1)(2l + 1)k
∗
l+1(y)
k∗l−1(y)
Alm(rˆ)− y2∗ Blm(rˆ)
] (1.8.25)
gegeben.
Die adjungierten, singula¨ren Funktionen der Basismengen sind durch die Basiswechsel-
matrizen V− und W−
q−lmρ(r) =
∑
l′m′σ′
W−∗(lmρ, l′m′σ′) w−l′m′σ′(r),
w−lmσ(r) =
∑
l′m′ρ′
V −∗(lmσ, l′m′ρ′) q−l′m′ρ′(r)
(1.8.26)
verbunden.
Das auslaufende Flußfeld v1ω(r) in Anwesenheit der Kugel aus (1.2.19), kann damit im
STP–System, außerhalb der Kugel, geschrieben werden als
v1ω(r) =
∑
lmσ
c−lmρ u
−
lmρ(r), fu¨r r > a, (1.8.27)
Zwischen den Entwicklungskoeffizienten bezu¨glich der Basismengen bestehen die Beziehun-
gen
c− = V− c−,
c− = W− c−.
(1.8.28)
Die adjungierten, singula¨ren Funktionen {q−[0]lmρ (r)} bei Frequenz ω = 0 ha¨ngen mit
fru¨her verwendeten Funktionen [40,56] wie folgt zusammen
q
−[0]
lmS(r) = nlmw
−
lm2(r),
q
−[0]
lmT (r) = −i nlmw−lm1(r),
q
−[0]
lmP (r) = nlmw
−
lm0(r).
(1.8.29)
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1.9 Die STP–Matrixgleichungen
In diesem Abschnitt behandeln wir die U¨bersetzung der Integraldarstellungen (1.2.19),
(1.2.22) und (1.2.26) in Matrixgleichungen unter Verwendung des im letzten Abschnitt
definierten STP–Basissystems. Die Komponenten bezu¨glich des STP–Systems tragen einen
zusa¨tzlichen Strich.
1.9.1 Die Widerstandsmatrix
Als Matrixgleichung in der STP–Darstellung lautet (1.2.22) in Kurzschreibweise
f = −Z(c+ − d). (1.9.1)
Die Koeffizienten der Starrko¨rperbewegung d, d transformieren sich wie die Koeffizienten
des einfallenden Flusses gema¨ß (1.8.14) und sind gegeben durch
dlmρ =
√
4pi
3
[
Um
(
δρS − α
2
30
δρP
)
+ τ r(ω) Ωm δρT
]
δl1, (1.9.2)
mit
τ r(ω) =
α
3
τr(ω),
τ r(0) = 1.
(1.9.3)
Die reduzierten Kraftmultipole f, f sind verbunden durch
f = V+f,
f = W+f.
(1.9.4)
Die reduzierte Kraftdichte Fb(r) aus (1.4.4) wird im STP–System gegeben durch
Fb(r) =
∑
lmρ
f lmρ b
−1δ(r − b) (−1)mq+∗l−mρ(r). (1.9.5)
Aus den Gleichungen (1.5.9) und (1.5.10) findet man fu¨r die totale induzierte Kraft Fω im
STP–System die Darstellung
Fω =
4pi
3
∑
m
[
f 1mS −
α2
30
f 1mP
]
A1m. (1.9.6)
Zwischen den Matrixdarstellungen des Widerstandsoperators im NMP– und STP–
System bestehen die Beziehungen
Z = V+ZV+,
Z = W+ZW+.
(1.9.7)
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Die Widerstandsmatrixelemente haben die Form
Z(lmρ, l′m′ρ′) = δll′δmm′Zρρ′(l) (1.9.8)
und es gilt
ZSS(l) =
[(2l + 1)!!]2
(l + 1)2α2l−2
ZNN(l),
ZSP (l) =
(2l + 1)(2l + 3)!!
lαl+1
[
(2l + 1)!!
(l + 1)αl−1
ZNN(l)− ZNP (l)
]
,
ZTT (l) =
[(2l + 1)!!]2
α2l
ZMM(l),
ZPS(l) = ZSP (l),
ZPP (l) =
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
lα2
[ZSP (l)− A(l)],
(1.9.9)
mit
A(l) =
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
lα2
[
(2l + 1)!!
(l + 1)αl−1
ZNP (l)− ZPP (l)
]
. (1.9.10)
1.9.2 Die Widerstandskoeffizienten
Wir definieren Widerstandskoeffizienten u¨ber die Gleichung
Zρρ′(l) = η n
ρρ′
l Z˜ρρ′(l), (1.9.11)
darin ist
nSSl =
2l(2l − 1)(2l + 1)
l + 1
,
nSPl = (2l − 1)(2l + 1)2,
nTTl = l(l + 1)(2l + 1),
nPSl = n
SP
l ,
nPPl =
(l + 1)(2l + 1)3(2l + 3)
2l
.
(1.9.12)
Die Widerstandskoeffizienten Z˜
[0]
ρρ′(l) bei Frequenz ω = 0 ha¨ngen mit den in [40, 56] defi-
nierten Streukoeffizienten zusammen u¨ber
Z˜
[0]
SS(l)
[40]
= ASl−1
[56]
= Al0,
Z˜
[0]
SP (l) = A
P
l+1 = Al2,
Z˜
[0]
TT (l) = A
T
l = Al1,
Z˜
[0]
PP (l) = B
P
l+1 = Bl2.
(1.9.13)
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Wir geben noch einige Beziehungen fu¨r in [40,56,58] verwendete Koeffizienten an
(2l − 3) APl = (2l + 1) BSl−2,
S = 3
AP2
AS0
,
B̂P2 = B
P
2 −
1
15
S AP2 .
(1.9.14)
Fu¨r l = 1 bestehen zwischen den NMP–Widerstandsmatrixelementen und den Wider-
standskoeffizienten die Beziehungen
ZNN(1) =
4
3
η Z˜SS(1),
ZNP (1) = 2η Z˜S,
ZMM(1) =
2
3
η α2Z˜TT (1),
ZPN(1) = ZNP (1),
ZPP (1) = 3η
[
Z˜S − α
2
10
Z˜P
]
= 3η
[
1− x2 S˜(ω)
30a2
]
Z˜S.
(1.9.15)
Darin ist
Z˜S = Z˜SS(1)− α
2
10
Z˜SP (1) =
[
1− x2 S(ω)
30a2
]
Z˜SS(1),
Z˜P = Z˜PS(1)− α
2
2
Z˜PP (1)
(1.9.16)
mit
S(ω) = 3
Z˜SP (1)
Z˜SS(1)
,
S˜(ω) = 3
Z˜P
Z˜S
,
S(0) = S˜(0) = S.
(1.9.17)
Speziell fu¨r Haft–Gleit–Randbedingungen ist
S = 5a2
1− 3ξ
1− ξ . (1.9.18)
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Die Funktionen ζt(ω) und λt(ω) lauten ausgedru¨ckt durch Widerstandskoeffizienten
ζt(ω) = 4piη
[
1− 1
3
x2
(
k1(x) +
S˜(ω)
30a2
)]
Z˜S,
λN(ω) =
20piη
3
λN(ω)
g2(x)
Z˜S,
λP (ω) = 10piη
λP (ω)
g2(x)
Z˜S,
λt(ω) =
10piη
3
2k1(x) λN(ω) + λP (ω)
g2(x)
Z˜S.
(1.9.19)
mit
λN(ω) =
[
g0(x)− g0(x)
S(ω)
5a2
][
1− x2S(ω)
30a2
]−1
,
λP (ω) = g0(x)− g0(x)
S˜(ω)
5a2
,
λN(0) = λP (0) = 1− S
5a2
.
(1.9.20)
Die Funktionen ζr(ω) und λr(ω) lauten ausgedru¨ckt durch Widerstandskoeffizienten
ζr(ω) = 8piη k2(x) τ r(ω) Z˜TT (1),
λr(ω) = 12piηa
[
1 +
1
15
x2
a3g2(x)
k2(x) Z˜TT (1)
]
k2(x) Z˜TT (1)
a3g1(x)
.
(1.9.21)
1.9.3 Die Widerstandskoeffizienten fu¨r eine harte Kugel
DieWiderstandskoeffizienten fu¨r eine harte Kugel mit gemischten Haft–Gleit–Randbedingungen
sind gegeben durch
Z˜SS(l) =
2l + 1
2
a2l−1
(1− ξ)gl−1(x)− ξ(x2/(2l + 1))gl(x)
(1− ξ)kl−1(x) + ξ(2l − 1)kl(x)
,
Z˜SP (l) =
2l + 3
2
a2l+1
(1− ξ)gl−1(x)− 2ξgl(x)
(1− ξ)kl−1(x) + ξ(2l − 1)kl(x)
,
Z˜TT (l) = a
2l+1 gl(x)− ξ[(2l + 1)gl−1(x)− (l − 1)gl(x)]
kl(x) + ξ[(x2/(2l − 1))kl−1(x) + (l − 1)kl(x)]
,
Z˜PS(l) = Z˜SP (l),
Z˜PP (l) =
2l + 1
2
a2l+3
(1− ξ)al−1(x)− 4ξbl(x)
(1− ξ)kl−1(x) + ξ(2l − 1)kl(x)
(1.9.22)
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mit
al(x) = 4(2l + 1)(2l + 5) x
−4[gl(x) + kl+2(x)− 2],
bl(x) =
(2l − 1)(2l + 3)
2l + 1
x−2[gl(x)− kl(x)].
(1.9.23)
1.9.4 Die Widerstandskoeffizienten fu¨r eine poro¨se Kugel
Die Widerstandskoeffizienten fu¨r eine homogen durchla¨ssige Kugel sind gegeben durch
Z˜SS(l) =
1
2(2l + 3)
a2l−1
Gl[x]x˜gl(x˜)− x2(2l + 3)gl(x)gl[x˜]
Kl[x]x˜gl(x˜) + (2l − 1)kl(x)gl[x˜]
,
Z˜SP (l) = (2l + 3)a
2l+1 (l + 1)(2l + 1)Gl{x}x˜gl(x˜)− gl(x)gl[x˜]
Kl[x]x˜gl(x˜) + (2l − 1)kl(x)gl[x˜]
,
Z˜TT (l) = a
2l+1 gl(x)x˜
2gl+1(x˜)− x2gl+1(x)gl(x˜)
kl(x)x˜2gl+1(x˜) + (2l + 1)(2l + 3)kl+1(x)gl(x˜)
,
Z˜PS(l) = Z˜SP (l),
Z˜PP (l) = 2(l + 1)(2l − 1)(2l + 3)a2l+3 cl(x)x˜gl(x˜)− dl(x)gl+1(x˜)
Kl[x]x˜gl(x˜) + (2l − 1)kl(x)gl[x˜]
.
(1.9.24)
Darin ist
Gl[x] = (l + 1)(2l + 1)(2l + 3)x˜
2gl−1(x) + lx
4gl+1(x),
Kl[x] = (l + 1)x˜
2kl−1(x) + l(2l − 1)(2l + 1)kl+1(x),
Gl{x} = gl−1(x) +
1
2(2l + 1)
x˜20gl−1(x) +
l
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
x2gl+1(x),
(1.9.25)
mit
cl(x) =
l
(l + 1)(2l + 3)
gl+1(x)
+
1
2(2l + 3)
[(2l + 3)gl−1(x)− (2l + 1)gl(x)]
+
x˜20
8(2l − 1)(2l + 3)[(2l − 1)gl−1(x) + (2l + 3)kl+1(x)],
dl(x) =
2l + 1
l + 1
gl(x)
+
x˜20
2(2l − 1)(2l + 3)[(2l − 1)gl(x) + (2l + 3)kl(x)],
(1.9.26)
sowie
gl(x) = 1 +
x2
4(2l + 5)
gl(x),
kl(x) = 1− x
2
4(2l − 3) kl(x), fu¨r l ≥ 2.
(1.9.27)
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1.9.5 Die konvektive Widerstandsmatrix
Entsprechend den Zerlegungen (1.7.13) und (1.7.1) gilt
f = fSt + f̂,
d = dSt + d̂.
(1.9.28)
Die Komponenten des Stokes–Anteils der Starrko¨rperbewegung dSt und der Stokes–Kraft-
multipolmomente fSt sind
dStlmρ =
√
4pi
3
[
Yt(ω) Em
(
δρS − α
2
30
δρP
)
+ τ r(ω) Yr(ω) Nm δρT
]
δl1, (1.9.29)
und
fStlmρ = 3η
√
4pi
3
[Yt(ω) Z˜S Em(δρS+ S˜(ω)δρP )+2 τ r(ω) Yr(ω) Z˜TT (1) Nm δρT ] δl1. (1.9.30)
Die Gleichungen (1.7.14) lauten als Matrixgleichungen in der STP–Darstellung
fSt = Z dSt,
f̂ = −Ẑ c+.
(1.9.31)
Aus den Gleichungen (1.9.6) und (1.7.33) findet man fu¨r die totale induzierte Kraft F̂ω
und das totale induzierte Drehmoment T̂ω im STP–System die Darstellungen
F̂ω =
4pi
3
∑
m
[
f̂ 1mS −
α2
30
f̂ 1mP
]
A1m,
T̂ω =
4pi
3
τ r(ω)
∑
m
f̂ 1mT A1m,
(1.9.32)
Analog zu (1.9.11) definieren wir konvektive Widerstandskoeffizienten
̂˜
Zρρ′(l)
Ẑρρ′(l) = η n
ρρ′
l
̂˜
Zρρ′(l). (1.9.33)
Aus (1.7.24) folgt
Ẑ = Z− Zγ. (1.9.34)
Fu¨r die Matrixelemente von Zγ gilt
Zγ(lmρ, l′m′ρ′) = δl1δll′δmm′ Z
γ
ρρ′ ,
Zγρρ′ = η n
ρρ′
1 Z˜
γ
ρρ′
(1.9.35)
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mit
Z˜γSS = βt(ω) Z˜S,
Z˜γSP =
1
3
γt(ω) Z˜S,
Z˜γTT =
2a2
3
g1(x)τ r(ω)γr(ω) Z˜TT (1),
Z˜γPS = βt(ω) Z˜P ,
Z˜γPP =
1
15
γt(ω) Z˜P .
(1.9.36)
Darin ist
βt(ω) =
3
2
βt(ω) = 1 +
[
− a
3
3Z˜SS(1)
∆µ+
S(ω)
30
]
α2 + O(α4),
γt(ω) =
30
α2
[
3
2
βt(ω)− γt(ω)
]
= S(ω) + O(α2).
(1.9.37)
Die spha¨rischen Komponenten der konvektiven Geschwindigkeit und der konvektiven
Winkelgeschwindigkeit lauten ausgedru¨ckt durch Komponenten von c+
Ûm =
√
3
4pi
[βt(ω) c
+
1mS + γt(ω) c
+
1mP ] (1.9.38)
und
Ω̂m =
√
3
4pi
2a2
3
g1(x)γr(ω) c
+
1mT . (1.9.39)
1.9.6 Die Greensche Matrix und die Streumatrix
Zwischen den Matrixdarstellungen des Greenschen Operators im NMP– und STP–System
bestehen die Beziehungen
G = W−GW+ =
1
η
W−W+,
G = V−GV+ =
1
η
1.
(1.9.40)
Die Matrixelemente haben die Form
G(lmρ, l′m′ρ′) = δll′ δmm′ Gρρ′(l) (1.9.41)
mit nicht verschwindenden Koeffizienten
GSP (l) = GTT (l) = GPS(l) =
1
η
,
GPP (l) = −1
η
l
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
α2.
(1.9.42)
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Die Matrixelemente der inversen Greenschen Matrix G−1 haben die Form
G−1(lmρ, l′m′ρ′) = δll′ δmm′ G−1ρρ′(l) (1.9.43)
mit nicht verschwindenden Koeffizienten
G−1SS(l) = η
l
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
α2,
G−1SP (l) = G
−1
TT (l) = G
−1
PS(l) = η.
(1.9.44)
Die Greensche Matrix G und die inverse Greensche Matrix G−1 haben die Blockgestalt
G =
 0 0 GSP0 GTT 0
GPS 0 GPP
 , G−1 =
G−1SS 0 G−1SP0 G−1TT 0
G−1PS 0 0
 . (1.9.45)
Zwischen den Matrixdarstellungen des Streuperators im NMP– und STP–System be-
stehen die Beziehungen
X = W−XV+,
X = V−XW+.
(1.9.46)
Analog zu (1.4.11) gilt in der STP–Darstellung
X = −G Z,
c− = X (c+ − d). (1.9.47)
1.9.7 Die konvektive Streumatrix
In Kurzform lauten die (1.7.39) und (1.7.41) entspechenden STP–Matrixgleichungen fu¨r
den konvektiven Streuoperator
X̂ = −G Ẑ (1.9.48)
und fu¨r die Entwicklungskoeffizienten des konvektiven Anteils des Streuflusses
ĉ− = X̂ c+. (1.9.49)
Analog zu (1.7.43) schreiben wir fu¨r die Entwicklungskoeffizienten des Stokes–Flusses
cSt = −X dSt. (1.9.50)
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1.10 Entwicklungen fu¨r kleine Frequenzen
In diesem Abschnitt entwickeln wir den Widerstandsoperator nach Potenzen von α, um
das Langzeitverhalten der Bewegung der Kugel zu untersuchen. Das Langzeitverhalten
wird durch die Entwicklungskoeffizienten niedriger ungerader Ordnung in α bestimmt.
1.10.1 Die Entwicklung von Operatoren und Basisfunktionen
Die Entwicklungen des Greenschen Kerns Gα(r, r
′) und des Widerstandskerns Zα(r, r′)
lauten
Gα = G
[0] +G[1]α+G[2]α2 +G[3]α3 + O(α4),
Zα = Z
[0] + Z[1]α+ Z[2]α2 + Z[3]α3 + O(α4).
(1.10.1)
Fu¨r andere Gro¨ßen gelten analoge Entwicklungen.
Die Entwicklung des Widerstandsoperators
Der Durchla¨ssigkeitskern Λ(r, r′) ha¨ngt nicht von α ab
Λ = Λ[0]. (1.10.2)
Aus (1.2.24) folgt
Zα = Λ−ΛGαZα. (1.10.3)
Einsetzen von (1.10.1) in (1.10.3) liefert durch Koeffizientenvergleich
Z[0] =
1
1+ΛG[0]
Λ,
Z[1] = −Z[0]G[1]Z[0],
Z[2] = Z[0][G[1]Z[0]G[1] −G[2]]Z[0],
Z[3] = Z[0][−G[1]Z[0]G[1]Z[0]G[1] +G[2]Z[0]G[1] +G[1]Z[0]G[2] −G[3]]Z[0].
(1.10.4)
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Die Entwicklung des Greenschen Operators
Die ersten Koeffizienten in der Entwicklung der tensoriellen Greenschen Funktion5 werden
durch
G[0](r) =
1
8piη
1+ rˆrˆ
r
,
G[1](r) = − 1
6piη
1,
G[2](r) =
1
32piη
r[31− rˆrˆ],
G[3](r) =
1
60piη
[rr− 2r2 1]
(1.10.5)
gegeben. In (1.10.4) mu¨ssen sie als Funktionen des Differenzvektors r−r′ aufgefaßt werden.
Speziell fu¨r G[3](r− r′) erha¨lt man
G[3](r− r′) = G[3](r) +G[3](r′) +G[3]∗ (r− r′) (1.10.6)
mit
G[3]∗ (r− r′) =
1
60piη
[4 (r · r′) 1− rr′ − r′r]. (1.10.7)
Der symmetrische und spurlose Anteil des dyadischen Produktes zweier Vektoren a, b
wird gegeben durch
ab =
1
2
[ab+ ba]− 1
3
(a · b)1. (1.10.8)
Wir definieren den Ket–Vektor |σ) als in den letzten beiden Komponenten symmetrischen
und spurlosen Anteil des Tensors 1r
|σ) = θ(r − a) 1r(23) = θ(r − a)
∑
α
eˆαeˆαr. (1.10.9)
Darin bezeichnen die eˆα, α = x, y, z kartesische Einheitsvektoren. Analog definieren wir
den Bra–Vektor (σ| als in den ersten beiden Komponenten symmetrischen und spurlosen
Anteil des Tensors r′1
(σ| = θ(r′ − a) r′1(12) = θ(r′ − a)
∑
α
r′eˆαeˆα. (1.10.10)
Außerdem definieren wir die Bra– und Ket–Vektoren
|pi) = θ(r − a) 3[rr− 2r2 1], (pi| = θ(r′ − a) 3[r′r′ − 2r′2 1]. (1.10.11)
5Wir fu¨hren fu¨r die tensorielle Greensche Funktionen kein neues Symbol ein!
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Fu¨r r, r′ ≤ a ko¨nnen wir daher schreiben
G[1](r, r′) = − 1
6piη
|τ ) · (τ |,
G[3]∗ (r, r
′) =
1
20piη
|σ) : (σ| − 1
24piη
|ρ) · (ρ|,
G[3](r, r′) =
1
180piη
|pi) : (τ |+ 1
180piη
|τ ) : (pi|+G[3]∗ (r, r′).
(1.10.12)
Die Kontraktionen der Bra– und Ket–Tensoren ko¨nnen durch regula¨re STP–Basisfunktionen
bei Frequenz ω = 0 ausgedru¨ckt werden
|τ ) · (τ | = 4pi
3
∑
m
u
+[0]
1mS(r) u
+[0]∗
1mS (r
′),
|σ) : (σ| = 2pi
15
∑
m
u
+[0]
2mS(r) u
+[0]∗
2mS (r
′),
|ρ) · (ρ| = −4pi
3
∑
m
u
+[0]
1mT (r) u
+[0]∗
1mT (r
′),
|pi) : (τ | = −4pi
3
∑
m
u
+[0]
1mP (r) u
+[0]∗
1mS (r
′),
|τ ) : (pi| = −4pi
3
∑
m
u
+[0]
1mS(r) u
+[0]∗
1mP (r
′).
(1.10.13)
Die Entwicklung der Basisfunktionen
Wir entwickeln die regula¨ren STP–Basisfunktionen nach α
u+lmρ(r) = u
+[0]
lmρ (r) + u
+[2]
lmρ (r) α
2 + O(α4), (1.10.14)
wobei nur gerade Potenzen von α auftreten. Als Besonderheit bemerken wir die Beziehung
u+lmS(r) = u
+[0]
lmS(r) +
l
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
α2 u
+[0]
lmP (r) + O(α
4). (1.10.15)
1.10.2 Die Entwicklung der Widerstandsmatrixelemente
Unter Verwendung von (1.10.4) und (1.10.14) erha¨lt man durch Koeffizientenvergleich fu¨r
die STP–Widerstandsmatrixelemente die Entwicklung
Zρρ′(l) = Z
[0]
ρρ′(l) + Z
[1]
ρρ′(l) α+ Z
[2]
ρρ′(l) α
2 + Z
[3]
ρρ′(l) α
3 + O(α4). (1.10.16)
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mit
Z
[0]
ρρ′(l) = 〈u+[0]lmρ |Z[0]|u+[0]lmρ′〉,
Z
[1]
ρρ′(l) = 〈u+[0]lmρ |Z[1]|u+[0]lmρ′〉,
Z
[2]
ρρ′(l) = 〈u+[0]lmρ |Z[2]|u+[0]lmρ′〉+ 〈u+[0]lmρ |Z[0]|u+[2]lmρ′〉+ 〈u+[2]lmρ |Z[0]|u+[0]lmρ′〉,
Z
[3]
ρρ′(l) = 〈u+[0]lmρ |Z[3]|u+[0]lmρ′〉+ 〈u+[0]lmρ |Z[1]|u+[2]lmρ′〉+ 〈u+[2]lmρ |Z[1]|u+[0]lmρ′〉.
(1.10.17)
Darin verwenden wir fu¨r zwei Funktionen f(r) und g(r) das Skalarprodukt
〈f | g〉 =
∫
f∗(r) · g(r) dr. (1.10.18)
Unter Verwendung von (1.10.4), (1.10.12) und (1.10.13), erhalten wir aus (1.10.17) die
Beziehungen
Z
[1]
ρρ′(l) = δl1
2
9η
Z
[0]
ρS(1) Z
[0]
Sρ′(1),
Z
[3]
TT (1) = −
1
18η
[Z
[0]
TT (1)]
2,
Z
[3]
ρρ′(2) = −
1
150η
Z
[0]
ρS(2) Z
[0]
Sρ′(2),
Z
[3]
TT (2) = 0.
(1.10.19)
Wir stellen insbesondere fest:
• Nur fu¨r l = 1 haben STP–Widerstandsmatrixelemente einen Beitrag O(α).
• Die STP–Widerstandsmatrixelemente zu l = 1 haben einen Beitrag O(α3). Diese
haben aber im allgemeinen keine einfache Darstellung durch Widerstandsmatrixele-
mente bei Frequenz ω = 0.
• Fu¨r l ≥ 3 haben STP–Widerstandsmatrixelemente keinen Beitrag O(α3).
Fu¨r die Widerstandskoeffizienten findet man
Z˜
[1]
SS(1) =
2
3
[Z˜
[0]
SS(1)]
2,
Z˜
[1]
SP (1) =
2
3
Z˜
[0]
SS(1) Z˜
[0]
SP (1),
Z˜
[1]
PP (1) =
2
15
[Z˜
[0]
SP (1)]
2,
Z˜
[3]
TT (1) = −
1
3
[Z˜
[0]
TT (1)]
2,
(1.10.20)
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und
Z˜
[3]
SS(2) = −
2
15
[Z˜
[0]
SS(2)]
2,
Z˜
[3]
SP (2) = −
2
15
Z˜
[0]
SS(2) Z˜
[0]
SP (2),
Z˜
[3]
PP (2) = −
2
35
[Z˜
[0]
SP (2)]
2.
(1.10.21)
Wir stellen einige nu¨tzliche Entwicklungen zusammen fu¨r verschiedene translative Funk-
tionen
Yt(ω) =
1
4piη
1
Z˜
[0]
SS(1)
− 1
6piη
α+ O(α2),
γt(ω) = 1− 1
3
a3 ∆µ
Z˜
[0]
SS(1)
α2 + O(α3),
βt(ω) = 1 +
[
1
10
Z˜
[0]
SP (1)
Z˜
[0]
SS(1)
− 1
3
a3 ∆µ
Z˜
[0]
SS(1)
]
α2 + O(α3),
γt(ω) = 3
Z˜
[0]
SP (1)
Z˜
[0]
SS(1)
+ O(α2) = S + O(α2),
S(ω) = S + O(α2),
(1.10.22)
und rotative Funktionen
Yr(ω) =
1
8piη Z˜
[0]
TT (1)
+ Y[2]r α
2 +
1
24piη
α3 + O(α4),
λr(ω) =
12piη
a2
Z˜
[0]
TT (1) + λ
[2]
r α
2 − 4piη
a2
[Z˜
[0]
TT (1)]
2 α3 + O(α4),
γr(ω) =
3
2a2
+ γ[2]r α
2 + O(α4),
τ r(ω) = 1 + τ
[2]
r α
2 + O(α4).
(1.10.23)
Mit Ausnahme von τ r(ω) folgen die Entwicklungen direkt aus den Darstellungen der Funk-
tionen durch Widerstandsmatrixelemente und die oben bereitgestellten Entwicklungen der
Widerstandsmatrixelemente. Zum Nachweis der Entwicklung von τ r(ω) verwenden wir
(1.4.21) in der Form
τ r(ω) ZTT (1) =
∫
u+∗10T (r) · Zα(r, r′) · u+[0]10T (r′) drdr′
= Z
[0]
TT (1) + A α
2 + Z
[3]
TT (1) α
3 + O(α4).
(1.10.24)
Bei der Auswertung der rechten Seite haben wir (1.10.4) und (1.10.14) verwendet. Ein
Koeffizientenvergleich zeigt, daß τ [1]r und τ
[3]
r , wie behauptet, verschwinden.
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1.10.3 Die Entwicklung der konvektiven Widerstandsmatrixele-
mente
In diesem Abschnitt gehen wir auf die Entwicklung der konvektiven Widerstandsmatrix-
elemente fu¨r kleine Frequenzen α ein.
Die konvektiven Widerstandskoeffizienten
Unter Verwendung von (1.10.22) und (1.10.23) folgen fu¨r die konvektiven Widerstandsko-
effizienten die Entwicklungen
̂˜
ZSS(1) = α
2a
3
3
∆µ+ O(α4) = α2
̂˜
Z ′SS(1),̂˜
ZSP (1) = α
2 ̂˜Z ′SP (1), ̂˜Z ′SP (1) = O(1)̂˜
ZTT (1) = α
2 ̂˜Z ′TT (1), ̂˜Z ′TT (1) = ̂˜Z [2]TT (1) + O(α2)̂˜
ZPS(1) =
1
2
[̂˜
Z
[0]
PP (1) +
2
9
a3S∆µ
]
α2 + O(α4),
̂˜
ZPP (1) = Z˜
[0]
PP (1)−
1
5
[Z˜
[0]
SP (1)]
2
Z˜
[0]
SS(1)
+ O(α2).
(1.10.25)
Fu¨r Frequenz ω = 0 gilt ̂˜
Z
[0]
PP (1) = B̂
P
2 = B̂12. (1.10.26)
Speziell fu¨r Haft–Randbedingungen findet man
̂˜
Z
[0]
PP (1) =
2
3
a5. (1.10.27)
Aus der Entwicklung der expliziten Ausdru¨cke der konvektiven STP–Matrixelemente
fu¨r harte Kugeln mit Haft–Gleit–Randbedingungen und poro¨se Kugeln findet man u¨ber
(1.10.25) hinaus, daß
̂˜
Z
[3]
SP (1) = 0 und
̂˜
Z
[3]
PP (1) = 0 ist und daher sogar die Entwicklung
Ẑρρ′(l) = Ẑ
[0]
ρρ′(l) + Ẑ
[2]
ρρ′(l) α
2 + δl2 Ẑ
[3]
ρρ′(2) α
3 + O(α4). (1.10.28)
gilt.
Wir stellen insbesondere fest:
• Fu¨r l = 1 hat nur ẐPP (1) einen Beitrag O(1).
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• Die konvektiven STP–Widerstandsmatrixelemente haben keinen Beitrag O(α). Dar-
aus folgt, daß die konvektive Widerstandmatrix in der STP–Darstellung fu¨r beliebige
Randbedingungen zumindest einschließlich O(α) symmetrisch ist.
• Da die konvektiven Widerstandstandsmatrixelemente fu¨r l ≥ 2 mit den Widerstands-
matrixelementen u¨bereinstimmen, liefern auch die konvektiven Widerstandsmatrix-
elemente keinen Beitrag O(α3) fu¨r l ≥ 3.
Vermutung u¨ber Beitra¨ge in O(α3) bei den STP–Matrixelementen des kon-
vektiven Widerstandsoperators: Aufgrund der obigen Ergebnisse vermuten wir, daß
Ẑ
[3]
SP (1) = 0 und Ẑ
[3]
PP (1) = 0 fu¨r beliebige Randbedingungen gilt und damit auch die Ent-
wicklung (1.10.28) fu¨r beliebige Randbedingungen gilt.
1.11 Die Kurzzeit– und die Langzeitbewegung einer
Kugel in einer Flu¨ssigkeit
Wir betrachten in diesem Abschnitt die translative und rotative Bewegung einer suspen-
dierten Kugel in einer Flu¨ssigkeit [44] zu Beginn der Bewegung und fu¨r große Zeiten t→∞.
Fu¨r t < 0 ruhen sowohl die Flu¨ssigkeit, als auch die Kugel. Bei t = 0 u¨ben wir kurzzeitig
eine Kraft und ein Drehmoment auf die Kugel aus und setzen Kugel und Flu¨ssigkeit in
Bewegung.
Im Laufe der Zeit wird die Kugel durch Reibungsverluste abgebremst und die Bewe-
gungsenergie verteilt sich in der Flu¨ssigkeit. Fu¨r große Zeiten ist die Bewegung der Kugel
unabha¨ngig von der Gro¨ße und dem Material der Kugel.
1.11.1 Die translative Bewegung
Wir wenden auf die Kugel eine Kraft
E(t) = P δ(t), bzw. Eω = P (1.11.1)
an. Dadurch erha¨lt die Kugel eine Geschwindigkeit
Uω = Yt(ω) P. (1.11.2)
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Die Geschwindigkeit der Kugel zur Zeit t = 0 wir durch das Hochfrequenzverhalten von
Yt(ω) bestimmt. Man findet fu¨r die Startgeschwindigkeit
Uω ≈ 1−iω
P
m˜
fu¨r ω →∞, bzw. U(0+) = P
m˜
, (1.11.3)
mit einer von den Materialeigenschaften der Kugel abha¨ngigen, modifizierten Masse m˜.
Fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen folgt aus dem Hochfrequenz-
verhalten der translativen Widerstandsfunktion (1.5.26)
m˜ = mp +
1
2
mf. (1.11.4)
Fu¨r eine harte Kugel ist die Anfangsgeschwindigkeit U(0+) daher gringer als P/mp.
Dies la¨ßt sich durch instantanen Abtransport von Impuls u¨ber longitudinale Schallwellen
ins Unendliche erkla¨ren [23].
Fu¨r eine poro¨se Kugel mit endlicher Durchla¨ssigkeit folgt aus (1.5.28) m˜ = mp und
kein Impuls geht ins Unendliche verloren.
Der translative Langzeitschwanz wird durch den ersten ungeraden, nichtverschwinden-
den Koeffizienten in der Entwicklung (1.10.22) der translativen Admittanz nach α be-
stimmt. Ausgedru¨ckt durch die Frequenz ω gilt demnach
Yt(ω) = Yt(0)−Bt
√−iω + O(ω), (1.11.5)
mit
Bt =
1
6piη
√
ν
. (1.11.6)
Die inverse Fouriertransformation von (1.11.2) liefert die Geschwindigkeit fu¨r große Zeiten
U(t) ≈ Bt
2
√
pit3/2
P
=
1
12ρ(piνt)3/2
P fu¨r t→∞.
(1.11.7)
Wir merken an, daß der translative Langzeitkoeffizient Bt nur von den Eigenschaften der
Flu¨ssigkeit abha¨ngt und vom Kugelradius und dem Material der Kugel unabha¨ngig ist.
1.11.2 Die rotative Bewegung
Wir wenden auf die Kugel ein Drehmoment
N(t) = L δ(t), bzw. Nω = L (1.11.8)
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an. Dadurch erha¨lt die Kugel eine Rotationsgeschwindigkeit
Ωω = Yr(ω) L. (1.11.9)
Die Geschwindigkeit der Kugel zur Zeit t = 0 wir durch das Hochfrequenzverhalten von
Yr(ω) bestimmt. Man findet fu¨r die Startgeschwindigkeit
Ωω ≈ 1−iω
L
Ip
fu¨r ω →∞, bzw. Ω(0+) = L
Ip
. (1.11.10)
Der rotative Langzeitschwanz wird durch den ersten ungeraden, nichtverschwindenden
Koeffizienten in der Entwicklung (1.10.23) der rotativen Admittanz nach α bestimmt.
Ausgedru¨ckt durch die Frequenz ω gilt demnach
Yr(ω) = Yr(0) +
Y
[2]
r
ν
(−iω) +Br (−iω)3/2 + O(ω2), (1.11.11)
mit
Br =
1
24piην3/2
. (1.11.12)
Die inverse Fouriertransformation von (1.11.9) liefert die Geschwindigkeit fu¨r große Zeiten
Ω(t) ≈ 3 Br
4
√
pit5/2
L
=
1
pi3/2ρ(4νt)5/2
L fu¨r t→∞.
(1.11.13)
Wir merken an, daß der rotative Langzeitkoeffizient Br, ebenso wie der translative, nur
von den Eigenschaften der Flu¨ssigkeit abha¨ngt und vom Kugelradius und dem Material
der Kugel unabha¨ngig ist.
1.12 Die Bewegung eines Brownschen Teilchens in ei-
ner Flu¨ssigkeit
In diesem Abschnitt betrachten wir die Brownsche Bewegung eines einzelnen, kugelfo¨rmi-
gen Teilchens in einer unendlichen Flu¨ssigkeit mit der Temperatur T .
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1.12.1 Die translative Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion
Die translative Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion des Brownschen Teilchens zur
Zeit t ist definiert durch
Ct(t) =
1
3
〈U(t) ·U(0)〉. (1.12.1)
Die zeitliche Entwicklung der Korrelationsfunktion wird durch die Liouville–Gleichung des
gesamten Systems bestimmt und die Klammern bezeichnen die Mittelung im thermischen
Gleichgewicht.
Die einseitige Fourier–Transformierte der zeitlichen Geschwindigkeitsautokorrelations-
funktion Ct(t) ist definiert durch
Cˆt(ω) =
∫ ∞
0
Ct(t) exp(iωt) dt. (1.12.2)
Gema¨ß dem Fluktuations–Dissipations–Theorem [20, 21, 31] ha¨ngt die Fourier–Trans-
formierte Cˆt(ω) mit der translativen Admittanz zusammen
Cˆt(ω) = kBT Yt(ω), (1.12.3)
wobei kB die Bolzmann–Konstante ist.
Aus der Frequenzentwicklung der translativen Admittanz (1.11.5) erhalten wir das
Langzeitverhalten der Autokorrelationsfunktion
Ct(t) ≈ kBT
2
√
pit3/2
Bt
=
kBT
12ρ(piνt)3/2
(1.12.4)
fu¨r t → ∞. Das Langzeitverhalten ist demnach unabha¨ngig von Masse und Gro¨ße des
Brownschen Teilchens.
Der Anfangswert der Korrelationsfunktion wird durch
Ct(0+) =
kBT
m˜
(1.12.5)
gegeben.
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1.12.2 Die rotative Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion
Analog zur Translationsbewegung ist die rotative Geschwindigkeitsautokorrelationsfunk-
tion des Brownschen Teilchens zur Zeit t durch
Cr(t) =
1
3
〈Ω(t) ·Ω(0)〉 (1.12.6)
gegeben.
Die Fourier–Transformierte Cˆr(ω) der zeitlichen Geschwindigkeitsautokorrelationsfunk-
tion Cr(t) ha¨ngt gema¨ß dem Fluktuations–Dissipations–Theorem [17–19] mit der rotativen
Admittanz zusammen
Cˆr(ω) = kBT Yr(ω). (1.12.7)
Aus der Frequenzentwicklung der rotativen Admittanz (1.11.11) erhalten wir das Lang-
zeitverhalten der Autokorrelationsfunktion
Cr(t) ≈ 3kBT
4
√
pit5/2
Br
=
kBT
32pi3/2ρ(νt)5/2
(1.12.8)
fu¨r t → ∞. Auch hier ist das Langzeitverhalten unabha¨ngig von Masse und Gro¨ße des
Brownschen Teilchens.
Der Anfangswert der Korrelationsfunktion wird durch
Cr(0+) =
kBT
Ip
(1.12.9)
mit dem Drehmoment Ip =
2
5
mpa
2, gegeben.
1.13 Zusammenfassung
Wir haben in diesem Kapitel in einiger Ausfu¨hrlichkeit die Beschreibung der langsamen,
oszillierenden Bewegung einer Kugel in einer Flu¨ssigkeit behandelt.
Die Kugelbewegung wird durch die Lo¨sung der linearisierten Navier–Stokes–Gleichungen
bestimmt. Aus deren Lo¨sung haben wir verschiedene Ausdru¨cke fu¨r die relevanten dyna-
mischen Gro¨ßen hergeleitet.
KAPITEL 1. DIE BEWEGUNG EINER KUGEL 82
Insbesondere haben wir die translative und rotative Admittanz eingefu¨hrt, welche die
Geschwindigkeiten der suspendierten Teilchen und wirkende Kra¨fte direkt verbindet und
deshalb eine zentrale Rolle in der Untersuchung der Dynamik von suspendierten Teilchen
spielt.
Um das asymptotische Verhalten der Admittanzen und anderer Konvektionsfunktionen
gezielt analysieren zu ko¨nnen arbeiten wir mit geeigneten Darstellungen dieser Gro¨ßen, die
wir aus den Matrixdarstellungen der Bewegungsgleichungen bezu¨glich der NMP– und STP–
Basisfunktionensysteme gewonnen haben.
Damit haben wir die Grundlagen fu¨r die Behandlung der Bewegung von endlich vielen
Teilchen und deren hydrodynamischer Wechselwirkungen in einer Flu¨ssigkeit geschaffen,
die wir im na¨chsten Kapitel angehen werden.
Wir halten zwei Aufgaben fu¨r u¨ber die vorliegende Arbeit hinausgehende Untersuchun-
gen fest:
1. Der allgemeine Nachweis der Symmetrie des konvektiven Widerstandsoperators fu¨r
von Null verschiedene Frequenzen.
2. Der allgemeine Nachweis, daß die konvektiven Widerstandsmatrixelemente fu¨r l = 1
keinen Beitrag O(α3) liefern.
Kapitel 2
Die Bewegung von endlich vielen
Kugeln
In diesem Kapitel behandeln wir die Beschreibung der Bewegung von endlich vielen, iden-
tischen Kugeln in einer Flu¨ssigkeit. Wir entwickeln einen hydrodynamischen N–Teilchen–
Streuformalismus und leiten Matrixgleichungen her, mit denen sich der Streufluß berechnen
la¨ßt. Wir definieren die N–Teilchen–Admittanzmatrix als Verallgemeinerung der im ersten
Kapitel eingefu¨hrten translativen und rotativen Admittanzfunktionen. Die Admittanzma-
trix ist eine frequenzabha¨ngige Erweiterung der aus der Behandlung des Kriechflusses [32]
bekannten Beweglichkeitsmatrix. Die Abha¨ngigkeit der Admittanzmatrix von der gegen-
seitigen Anordnung der Kugeln beinhaltet die Information u¨ber deren hydrodynamische
Wechselwirkungen.
2.1 Die Bewegung von endlich vielen Kugeln
Wir betrachten N identische Kugeln, suspendiert in einer Flu¨ssigkeit, mit festen Ortsvekto-
renRe = (R1,R2, . . . ,RN). Auf die Kugeln wirken a¨ußere Kra¨fte Ee ω = (E1ω,E2ω, . . . ,ENω)
und a¨ußere Drehmomente Ne ω = (N1ω,N2ω, . . . ,NNω). In Anwesenheit eines einfallenden
Flusses v0ω(r) bewegen sich die Kugeln mit Geschwindigkeiten Ue ω = (U1ω,U2ω, . . . , UNω)
und Winkelgeschwindigkeiten Ωe ω = (Ω1ω,Ω2ω, . . . ,ΩNω).
Das Geschwindigkeitsfeld vω(r) der Flu¨ssigkeit in Anwesenheit der N Kugeln ist in
Verallgemeinerung von (1.2.1) eine Lo¨sung von
η[∇2vω(r)− α2vω(r)]−∇pω(r) = −Fω(r), ∇ · vω(r) = 0. (2.1.1)
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(a) Haufen von identischen Kugeln in einer
Flu¨ssigkeit.
i
j
Rij
Rj
Ri
ri
rj
r
(b) Dieser vergro¨ßerte Ausschnitt aus Abb. (a)
zeigt zwei identische Kugeln in einer Flu¨ssigkeit.
Abbildung 2.1: Endlich viele Kugeln in einer Flu¨ssigkeit.
Die induzierte N–Teilchen–Kraftdichte Fω(r) wird darin gegeben durch
Fω(r) =
N∑
i=1
Fiω(ri), (2.1.2)
mit ri = r−Ri, i = 1, 2, . . . , N . Die Kraftdichte der i-ten Kugel genu¨gt der Gleichung
Fiω(ri) = −
∫
Λ(ri, r
′
i) · [vω(r′i +Ri)−Viω(r′i)] dr′i, (2.1.3)
wobei Viω(ri) deren Starrko¨rperbewegung beschreibt.
Wir fu¨hren diesesN–Teilchen–Problem aufN gekoppelte Ein–Teilchen–Probleme zuru¨ck.
Fu¨r die Lo¨sung vω(r) von (2.1.1) machen wir dazu den Ansatz
vω(r) = v0ω(r) +
N∑
i=1
viω(ri), (2.1.4)
wobei der auslaufende Fluß von Kugel i gegeben ist durch
viω(ri) =
∫
Vi
Xα(ri, r
′
i) · [vi0ω(r′i)−Viω(r′i)] dr′i. (2.1.5)
Der modifizierte einfallende Fluß vi0ω(ri) fu¨r diese Kugel ist u¨ber die Vertra¨glichkeitsbe-
dingung
vi0ω(ri) = v0ω(ri +Ri) +
∑
j 6=i
vjω(ri +Rij), (2.1.6)
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mit den auslaufenden Flu¨ssen aller anderen Kugeln verbunden. Darin sind die Verbin-
dungsvektoren Rij gegeben durch Rij = Ri −Rj.
Um den Streuformalismus u¨bersichtlicher darstellen zu ko¨nnen schreiben wir (2.1.6)
kurz als
v˜e 0 = ve 0 + See ve , (2.1.7)
mit der Reflexionsmatrix
See =

0 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
...
...
...
. . .
...
1 1 1 · · · 0
 , Sij = (1− δij) 1, i, j = 1, 2, . . . , N, (2.1.8)
und den Blockvektoren
v˜e 0 =

v10ω(r1)
v20ω(r2)
...
vN0ω(rN)
 , ve 0 =

v0ω(r1 +R1)
v0ω(r2 +R2)
...
v0ω(rN +RN)
 , ve =

v1ω(r1)
v2ω(r2)
...
vNω(rN)
 ; (2.1.9)
Blockvektoren werden einfach, Blockmatrizen zweifach unterschla¨ngelt. Es gelten die u¨bli-
chen Matrixrechenregeln, wobei das Blockmatrixprodukt nicht extra gekennzeichnet wird.
Fu¨r (2.1.5) schreiben wir kurz
ve = Xee ∞ [v˜e 0 −Ve ]
= Xee ∞ [ve 0 −Ve ] +Xee ∞See ve ,
(2.1.10)
mit
Xee ∞ =

X1 0 · · · 0
0 X2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · XN
 , Ve =

V1ω(r1)
V2ω(r2)
...
VNω(rN)
 . (2.1.11)
Dabei ist fu¨r Blockvektoren fe und ge und einen Blockmatrixoperator Aee die Gleichung
fe = Aee ge , oder fi = Aij gj mit i, j = 1, 2, . . . , N (2.1.12)
als abku¨rzende Schreibweise fu¨r die Gleichungen
fi(ri) =
∫
Aij(ri, rj) · gj(rj) drj, mit i, j 6= 1, 2, . . . , N,
fi(ri) =
∫
Aii(ri, r
′
i) · gi(r′i) dr′i, mit i = j,
(2.1.13)
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zu verstehen. Hat der Blockmatrixoperator Aee Diagonalgestalt und sind alle Diagonalele-mente Ein–Teilchen–Operatoren A, so bezeichnen wir die Diagonalelemente Aii mit Ai.
In diesem Fall ist fi = Aii gi = Ai gi zu lesen als
fi(ri) =
∫
A(ri, r
′
i) · gi(r′i) dr′i =
∫
A(r−Ri, r′ −Ri) · gi(r′ −Ri) dr′. (2.1.14)
Operatorprodukte mit Blockvektoren sind entsprechend zu interpretieren.
Aus (2.1.10) erhalten wir
ve = Xee [ve 0 −Ve ] (2.1.15)
mit dem N–Teilchen–Streuoperator Xee
Xee =

X11 X12 · · · X1N
X21 X22 · · · X2N
...
...
. . .
...
XN1 XN2 · · · XNN
 = [1ee −Xee ∞See ]−1Xee ∞ = Xee ∞[1ee − SeeXee ∞]−1. (2.1.16)
Daraus folgt fu¨r Xee die Reihendarstellung
Xee = Xee ∞ +Xee ∞SeeXee ∞ +Xee ∞SeeXee ∞SeeXee ∞ + · · · (2.1.17)
Fu¨r einen unendlich großen Abstand der Kugeln (|R| =∞) wechselwirken die Kugel nicht
miteinander und die Gleichungen (2.1.5) entkoppeln. Die Kugeln bewegen sich dann un-
abha¨ngig voneinander und Xee wird im wesentlichen durch den ersten Term der Entwicklung(2.1.17) bestimmt
Xee ≈ Xee ∞. (2.1.18)
Fu¨r endliche Kugelabsta¨nde mu¨ssen weitere Entwicklungsterme beru¨cksichtigt werden.
Wir zerlegen ve in einen Stokes–Anteil und einen konvektiven Anteil
ve = veSt + v̂e , (2.1.19)
mit
veSt =

vSt1ω(r1)
vSt2ω(r2)
...
vSt2ω(rN)
 =

²t(r1, ω) · E1ω + ²r(r1, ω) ·N1ω
²t(r2, ω) · E2ω + ²r(r2, ω) ·N2ω
...
²t(rN , ω) · ENω + ²r(rN , ω) ·NNω
 ,
v̂e = X̂ee ∞ v˜e 0,
(2.1.20)
wobei wir die frequenzabha¨ngigen Stokes–Matrizen ²t(r, ω) und ²r(r, ω) aus (1.7.45) und
X̂ee ∞ =

X̂1 0 · · · 0
0 X̂2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · X̂N
 (2.1.21)
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verwendet haben.
Einsetzen von (2.1.19) in die rechte Seite von (2.1.10) liefert
ve = (1ee + X̂ee See ) ve
St + X̂ee ve 0, (2.1.22)
mit
X̂ee = [1ee − X̂ee ∞See ]
−1X̂ee ∞ = X̂ee ∞[1ee − SeeX̂ee ∞]
−1. (2.1.23)
Der konvektive Streuoperator X̂ee hat demnach eine zu (2.1.17) analoge Reihenentwicklung.
Fu¨r den modifizierten einfallenden Fluß v˜e 0 liefert (2.1.22) eingesetzt in (2.1.7) bei ver-
schwindendem einfallenden Fluß v0ω(r) = 0
v˜e 0 = Ŷee ve
St, (2.1.24)
mit
Ŷee =

Ŷ11 Ŷ12 · · · Ŷ1N
Ŷ21 Ŷ22 · · · Ŷ2N
...
...
. . .
...
ŶN1 ŶN2 · · · ŶNN
 = See + SeeX̂ee See . (2.1.25)
Da die Matrixdarstellungen des konvektiven Ein–Teilchen–Streuoperators X̂ im allge-
meinen nicht symmetrisch sind, leiten wir noch Gleichungen fu¨r den modifizierten ein-
fallenden Fluß unter Verwendung des konvektiven Ein–Teilchen–Widerstandsoperators Ẑ
her.
Fu¨r den Blockvektor der induzierten Kraftdichte Fe = (F1ω(r1),F2ω(r2), . . . ,FNω(rN))
gilt
Fe = −Zee∞ [v˜e 0 −Ve ] (2.1.26)
mit
Zee∞ =

Z1 0 · · · 0
0 Z2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · ZN
 . (2.1.27)
Wir zerlegen Fe ebenfalls in einen Stokes–Anteil und einen konvektiven Anteil
Fe = Fe St + F̂e , (2.1.28)
mit
Fe St = Zee∞ Ve
St,
F̂e = −Ẑee∞ v˜e 0.
(2.1.29)
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Darin ist
Ve St =

VSt1ω(r1)
VSt2ω(r2)
...
VStNω(rN)
 ,
Ẑee∞ =

Ẑ1 0 · · · 0
0 Ẑ2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · ẐN
 .
(2.1.30)
Mit dem Greenschen N–Teilchen–Operator
Gee =

G 0 · · · 0
0 G · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · G
 (2.1.31)
gilt
Xee ∞ = −Gee Zee∞,
X̂ee ∞ = −Gee Ẑee∞.
(2.1.32)
Damit ko¨nnen wir den Stokes–Fluß veSt schreiben als
veSt = −Xee ∞ Ve
St = Gee Fe
St. (2.1.33)
Fu¨r verschwindenden einfallenden Fluß v0ω(r) = 0 folgt damit aus (2.1.24)
v˜e 0 =
1
η
Ŵee Fe
St, (2.1.34)
mit
Ŵee =

Ŵ11 Ŵ12 · · · Ŵ1N
Ŵ21 Ŵ22 · · · Ŵ2N
...
...
. . .
...
ŴN1 ŴN2 · · · ŴNN
 = η ŶeeGee = Tee −Tee ẐeeTee . (2.1.35)
Darin ist
Tee = η SeeGee = η

0 G · · · G
G 0 · · · G
...
...
. . .
...
G G · · · 0
 ,
Ẑee =
1
η
Ẑee∞
[
1ee +
1
η
Tee Ẑee∞
]−1
.
(2.1.36)
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Analog zu (2.1.17) folgt daraus fu¨r Ẑee die Reihendarstellung
Ẑee =
1
η
Ẑee∞ −
1
η2
Ẑee∞Tee Ẑee∞ +
1
η3
Ẑee∞Tee Ẑee∞Tee Ẑee∞ − · · · . (2.1.37)
Einsetzen von (2.1.37) in (2.1.35) liefert fu¨r den Operator Ŵee die Reihendarstellung
Ŵee = Tee −
1
η
Tee Ẑee∞Tee +
1
η2
Tee Ẑee∞Tee Ẑee∞Tee − · · · . (2.1.38)
Die Operatoren Ŵij sind darin gegeben durch
Ŵij = Tij −
∑
k
Tik
Ẑk
η
Tkj +
∑
k,k′
Tik
Ẑk
η
Tkk′
Ẑk′
η
Tk′j − · · · . (2.1.39)
2.2 Die Verschiebungssa¨tze
Um die Integralgleichungen des vorangegangenen Abschnitts als Matrixgleichungen auf-
schreiben zu ko¨nnen, beno¨tigen wir Verschiebungssa¨tze, welche es uns gestatten, die Ent-
wicklungskoeffizienten des auslaufenden Flusses einer Kugel, jeweils in Entwicklungskoef-
fizienten des einlaufenden Flusses der anderen Kugeln zu u¨bersetzen.
2.2.1 Die NMP–Verschiebungssa¨tze
Wir betrachten zwei in den Punkten R1 und R2 zentrierte NMP–Basissysteme {v±lmρ(r1)}
und {v±lmρ(r2)}.
Die auslaufenden Flu¨sse der einen Kugel, sind mit den einlaufenden Flu¨ssen der anderen
Kugel durch die Matrix S(R) mit R = R21 verbunden (siehe auch Abb 2.1.b)
v−lmσ(r1) =
∑
l′m′σ′
S(R; l′m′σ′, lmσ) v+l′m′σ′(r2), mit |R| > |r2|,
v−lmσ(r2) =
∑
l′m′ρ′
S(−R; l′m′σ′, lmσ) v+l′m′σ′(r1), mit |R| > |r1|,
(2.2.1)
wobei die Matrixelemente von S(R) gegeben sind durch
S(R; l′m′σ′, lmσ) =
∫
w+∗lmσ(rˆ) · v−l′m′σ′(rˆ+R) dΩ. (2.2.2)
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Die Auswertung der Integrale in (2.2.2) ist technisch aufwendig. In [53] werden analoge Ver-
schiebungssa¨tze fu¨r das in Anhang A definierte LMN–Funktionensystem angegeben. Aus
den LMN–Verschiebungssa¨tzen werden dort die hier angegebenen NMP–Verschiebungssa¨tze
abgeleitet. Fu¨r die nicht verschwindenden Matrixelemente von S(R) erha¨lt man
S(R; l′m′N, lmN) = −2α
pi
1
l(l + 1)
F lml′m′(R),
S(R; l′m′N, lmM) =
2α
pi
1
l(l + 1)
Glml′m′(R),
S(R; l′m′P, lmP ) = − 1
(2l + 1)
1
α2
H lml′m′(R)
(2.2.3)
wobei die Koeffizientenfunktionen F lml′m′(R), G
lm
l′m′(R) und H
lm
l′m′(R) in (A.15) und (A.21)
definiert sind. Die Verschiebungsmatrixelemente erfu¨llen die Symmetrierelationen
S(R; l′m′M, lmM) = −S(R; l′m′N, lmN),
S(R; l′m′M, lmN) = S(R; l′m′N, lmM).
(2.2.4)
Die NMP–Verschiebungsmatrix S(R) hat die einfache Blockstruktur
S(R) =
SNN(R) SNM(R) 0SNM(R) −SNN(R) 0
0 0 SPP (R)
 . (2.2.5)
Wir merken an, das die NMP–Verschiebungsmatrix N– undM–Wellen nicht mit P–Wellen
verknu¨pft.
Zwischen den Matrixelementen von S(R) und S(−R) bestehen wegen (2.2.2) und (1.3.12)
die Symmetrierelationen
S(−R; l′m′σ, lmσ) = (−1)l′+l S(R; l′m′σ, lmσ), fu¨r σ = N,M,P,
S(−R; l′m′N, lmM) = (−1)l′+l−1 S(R; l′m′N, lmM). (2.2.6)
Die Matrizen See und Tee
Bei der Behandlung des N–Teilchen–Problems mu¨ssen entsprechend mehr NMP–Basis-
systeme {v±lmρ(ri)}, i = 1, 2, . . . , N verwendet werden, zwischen denen zu (2.2.1) analoge
Verschiebungssa¨tze gelten.
Daher definieren wir allgemein
S(ij) = S(Rij), i 6= j, S(ii) = 0,
T(ij) = η S(Rij)G = S(Rij), i 6= j, T(ii) = 0,
(2.2.7)
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fu¨r i, j = 1, 2, . . . , N . Außerdem fu¨hren wir die Gro¨ße Yij = αRij ein.
Die Verschiebungsmatrix Tee verwenden wir im Zusammenhang mit der Widerstands-
matrix. Wir fu¨hren diese Gro¨ße schon bei der NMP–Darstellung ein, um den Formalismus
konsitent mit STP–Darstellung zu entwickeln. Die STP–Darstellung der Greenschen Ma-
trix ist nicht diagonal und entsprechend unterscheiden sich See und Tee dort.
Asymptotische Matrixelemente von T(ij) fu¨r |Yij| À 1
Asymptotisch haben die NMP–Matrixelemente von T fu¨r |Yij| À 1, i 6= j die Form
T (ij|l′m′N, lmN) ≈ TÀNN(ij|l′m′, lm)
exp(−Yij)
Rij
,
T (ij|l′m′N, lmM) ≈ TÀNM(ij|l′m′, lm)
exp(−Yij)
Rij
,
T (ij|l′m′P, lmP ) = TÀPP (ij|l′m′, lm)
1
α2 Rl+l
′+1
ij
(2.2.8)
mit
TÀNN(ij|l′m′, lm) = −
l+l′∑
λ=|l−l′|,
Λ gerade
f(lm|l′m|λm−m′)
l(l + 1)
Yλm−m′(Rˆij),
TÀNM(ij|l′m′, lm) =
l+l′−1∑
λ=max{|l−l′−1|,|l−l′+1|}
Λ ungerade
g(lm|l′m|λm−m′)
l(l + 1)
Yλm−m′(Rˆij),
TÀPP (ij|l′m′, lm) = −
(2(l + l′)− 1)!!
(2l + 1)!!(2l′ + 1)!!
c(lm|l′m′|l + l′m−m′) Yl+l′m−m′(Rˆij).
(2.2.9)
Die Koeffizienten c(lm|l′m′|λµ), f(lm|l′m′|λµ) und g(lm|l′m′|λµ) werden in (A.16) aufge-
listet.
2.2.2 Die STP–Verschiebungssa¨tze
In Analogie zur Vorgehensweise bei den NMP–Verschiebungssa¨tzen betrachten wir zwei in
den Punkten R1 und R2 zentrierte STP–Basissysteme {u±lmρ(r1)} und {u±lmρ(r2)}.
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Die auslaufenden Flu¨sse der einen Kugel, sind mit den einlaufenden Flu¨ssen der anderen
Kugel durch die Matrix S(R) verbunden
u−lmρ(r1) =
∑
l′m′ρ′
S(R; l′m′ρ′, lmρ) u+l′m′ρ′(r2), mit |R| > |r2|,
u−lmρ(r2) =
∑
l′m′ρ′
S(−R; l′m′ρ′, lmρ) u+l′m′ρ′(r1), mit |R| > |r1|,
(2.2.10)
wobei die Matrixelemente von S(R) gegeben sind durch
S(R; l′m′ρ′, lmρ) =
∫
q+∗lmρ(rˆ) · u−l′m′ρ′(rˆ+R) dΩ. (2.2.11)
Die STP–Verschiebungsmatrix S(R) ha¨ngt mit der NMP–Verschiebungsmatrix S(R) zu-
sammen u¨ber
S(R) = V−S(R)W+, S(R) = W−S(R)V+. (2.2.12)
Die STP–Verschiebungsmatrix S(R) hat die Blockstruktur
S(R) =
SSS(R) SST (R) SSP (R)STS(R) STT (R) STP (R)
0 0 SPP (R)
 . (2.2.13)
Die STP–Verschiebungsmatrix ist wesentlich komplizierter als die NMP–Verschiebungsmatrix
und verknu¨pft insbesondere P–Wellen mit S– und T–Wellen.
Zwischen den Matrixelementen von S(R) und S(−R) bestehen wegen (2.2.11) und
(1.3.12) die Symmetrierelationen
S(−R; l′m′ρ′, lmρ) = (−1)l′+l S(R; l′m′ρ′, lmρ), fu¨r ρ, ρ′ = S, P,
S(−R; l′m′T, lmT ) = (−1)l′+l S(R; l′m′T, lmT ),
S(−R; l′m′T, lmρ) = (−1)l′+l−1 S(R; l′m′T, lmρ), fu¨r ρ = S, P,
S(−R; l′m′ρ′, lmT ) = (−1)l′+l−1 S(R; l′m′ρ′, lmT ), fu¨r ρ′ = S.
(2.2.14)
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Fu¨r die nicht verschwindenden Matrixelemente von S(R) findet man
S(R; l′m′S, lmS) = − l
′ + 1
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
F lml′m′(R),
S(R; l′m′S, lmT ) =
l′ + 1
l(l + 1)
Glml′m′(R),
S(R; l′m′S, lmP ) = − l
′ + 1
l
F lml′m′(R) ,
S(R; l′m′T, lmS) =
1
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
α2 Glml′m′(R),
S(R; l′m′T, lmT ) =
1
l(l + 1)
F lml′m′(R),
S(R; l′m′T, lmP ) =
1
l
Glml′m′(R),
S(R; l′m′P, lmP ) =
l′
(l′ + 1)(2l′ + 1)(2l′ + 3)
1
(2l + 1)
H lml′m′(R).
(2.2.15)
Bemerkung: Eine wichtiges Ziel der restlichen Arbeit besteht darin, fu¨r verschiedene
Gro¨ßen das Zustandekommen der Langzeitkoeffizienten in der Frequenzentwicklung zu ana-
lysieren. Wir hinterlegen im folgenden Ausdru¨cke grau die an spa¨terer Stelle zu Beitra¨gen
O(α) oder O(α3) fu¨hren. Die Hervorhebung der Ausdru¨cke soll dann beim Ru¨ckwa¨rtslesen
nu¨tzlich sein.
Wir gehen im folgenden auf die oben eingefu¨hrten Funktionen F lml′m′(R), G
lm
l′m′(R) und
F lml′m′(R)) ein.
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Die Funktionen F lml′m′(R), G
lm
l′m′(R) und F
lm
l′m′(R)
In (2.2.15) verwenden wir die Funktionen
F lml′m′(R) =
l+l′∑
λ=|l−l′|,
Λ gerade
λ∑
µ=−λ
f(lm|l′m′|λµ) αl+l′−λ kλ(Y )
Rλ+1
Yλµ(Rˆ),
Glml′m′(R) = i
l+l′−1∑
λ=max{|l−l′−1|,|l−l′+1|},
Λ ungerade
λ∑
µ=−λ
g(lm|l′m′|λµ) αl+l′−λ−1 kλ(Y )
Rλ+1
Yλµ(Rˆ),
F lml′m′(R) = −
1
2(2(l + l′)− 1)
kl+l′(Y )
Rl+l′−1
l+l′∑
µ=−(l+l′)
f(lm|l′m′|l + l′µ) Yl+l′µ(Rˆ)
+
l+l′−2∑
λ=|l−l′|,
Λ gerade
λ∑
µ=−λ
f(lm|l′m′|λµ) αl+l′−λ−2 kλ(Y )
Rλ+1
Yλµ(Rˆ)
(2.2.16)
mit
f(lm|l′m′|λµ) = (2λ− 1)!! f(lm|l
′m′|λµ)
(2l + 1)!!(2l′ + 1)!!
,
g(lm|l′m′|λµ) = (2λ− 1)!! g(lm|l
′m′|λµ)
(2l + 1)!!(2l′ + 1)!!
.
(2.2.17)
Speziell fu¨r R = Reˆ0 vereinfachen sich die Ausdru¨cke fu¨r F
lm
l′m′(R), F
lm
l′m′(R) und
Glml′m′(R) zu
F lml′m′(Reˆ0) = δm,m′
l+l′∑
λ=|l−l′|,
Λ gerade
√
2λ+ 1
4pi
f(lm|l′m|λ0) αl+l′−λ kλ(Y )
Rλ+1
,
Glml′m′(Reˆ0) = δm,m′ i
l+l′−1∑
λ=max{|l−l′−1|,|l−l′+1|},
Λ ungerade
√
2λ+ 1
4pi
g(lm|l′m|λ0) αl+l′−λ−1 kλ(Y )
Rλ+1
,
F lml′m′(Reˆ0) = δm,m′
{
− 1
2(2(l + l′)− 1)
√
2(l + l′) + 1
4pi
f(lm|l′m|l + l′0) kl+l′(Y )
Rl+l′−1
+
l+l′−2∑
λ=|l−l′|,
Λ gerade
√
2λ+ 1
4pi
f(lm|l′m|λ0) αl+l′−λ−2 kλ(Y )
Rλ+1
}
.
(2.2.18)
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Funktionen mit m 6= m′ verschwinden. Die Ausdru¨cke mit allgemeinem R werden im
na¨chsten Kapitel bei der analytischen Berechnung des Zwei–Schleifen–Beitrages zur Clu-
sterentwicklung verwendet. Die Ausdru¨cke mit R = Reˆ0 verwenden wir bei der Lo¨sung des
Zwei–Teilchen–Streuproblemes.
Wir geben im folgenden einige explizite Ausdru¨cke fu¨r diese Funktionen an.
Folgende Ausdru¨cke sind nu¨tzlich fu¨r den Vergleich mit bekannten Ergebnissen fu¨r
Frequenz ω = 0
F lml′m(Reˆ0)
∣∣∣
ω=0
= F
lm[0]
l′m (Reˆ0) =
√
2(l + l′) + 1
4pi
f(lm|l′m|l + l′0) 1
Rl+l′+1
,
Glml′m(Reˆ0)
∣∣∣
ω=0
= G
lm[0]
l′m (Reˆ0) = i
√
2(l + l′)− 1
4pi
g(lm|l′m|l + l′ − 1 0) 1
Rl+l′
,
F lml′m(Reˆ0)
∣∣∣
ω=0
= F
lm[0]
l′m (Reˆ0) =
√
2(l + l′)− 3
4pi
[
− 1
2(2(l + l′)− 1)
√
2(l + l′) + 1
2(l + l′)− 3
× f(lm|l′m|l + l′0) + f(lm|l′m|l + l′ − 2 0)
]
1
Rl+l′−1
.
(2.2.19)
Fu¨r Funktionen mit l + l′ ≤ 4 findet man
F 1m1m(Reˆ0) =
2− 3m2
6
k2(Y )
R3
− 1
9
α2
k0(Y )
R
, F
1m[3]
1m (Reˆ0) =
1
9
,
F 2m1m(Reˆ0) = −3F 1m2m(Reˆ0) =
√
4−m2
15
[
3− 5m2
2
k3(Y )
R4
− 1
10
α2
k1(Y )
R2
]
,
F 2m2m(Reˆ0) = −
(
4
5
− 31
18
m2 +
7
18
m4
)
k4(Y )
R5
+
2−m2
210
α2
k2(Y )
R3
+
1
225
α4
k0(Y )
R
,
F 3m1m(Reˆ0) = 6F
1m
3m(Reˆ0) =
√
(4−m2)(9−m2)
21
[
4− 7m2
4
k4(Y )
R5
− 1
35
α2
k2(Y )
R3
]
,
(2.2.20)
sowie
G1m1m(Reˆ0) = im
1
6
k1(Y )
R2
, G
1m[3]
1m (Reˆ0) = im
1
18
R,
G2m1m(Reˆ0) = −3G1m2m(Reˆ0) = im
√
4−m2
2
√
15
k2(Y )
R3
,
G2m2m(Reˆ0) = −im
1
90
[
(17− 5m2)k3(Y )
R4
+
1
5
α2
k1(Y )
R2
]
,
G3m1m(Reˆ0) = 6G
1m
3m(Reˆ0) = im
√
(4−m2)(9−m2)
4
√
21
k3(Y )
R4
,
(2.2.21)
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und
F 1m1m(Reˆ0) = −
2− 3m2
36
k2(Y )
R
− 1
9
k0(Y )
R
,
F
1m[1]
1m (Reˆ0) =
1
9
, F
1m[3]
1m (Reˆ0) =
1 +m2
90
R2,
F 2m1m(Reˆ0) = −3F 1m2m(Reˆ0) = −
√
4−m2
10
√
15
[
3− 5m2
2
k3(Y )
R2
+
k1(Y )
R2
]
,
F
2m[3]
1m (Reˆ0) = −
√
4−m2
30
√
15
R,
F 2m2m(Reˆ0) =
[
2
35
− 31
252
m2 +
1
36
m4
]
k4(Y )
R3
+
(2−m2)
210
k2(Y )
R3
+
1
225
α2
k0(Y )
R
,
F
2m[3]
2m (Reˆ0) = −
1
225
,
F 3m1m(Reˆ0) = 6F
1m
3m(Reˆ0) = −
√
(4−m2)(9−m2)
7
√
21
[
4− 7m2
8
k4(Y )
R3
+
1
5
k2(Y )
R3
]
.
(2.2.22)
Wir halten fest, daß
• Beitra¨ge O(α) nur in der Funktion F 1m1m′(Rˆ) existieren, und alle anderen Funktionen
daher eine Entwicklung A+ O(α2) haben.
• Beitra¨ge O(α3) nur in den Funktionen F 1m1m′(Rˆ),G1m1m′(Rˆ), F 1m1m′(Rˆ), F 2m1m′(Rˆ), F 1m2m′(Rˆ)
und F 2m2m′(Rˆ) existieren.
Die Matrizen See und Tee
Analog zum Vorgehen in der NMP–Darstellung definieren wir Verschiebungsmatrizen S(ij)
und T(ij)
S(ij) = S(Rij), i 6= j, S(ii) = 0,
T(ij) = η S(Rij)G = S(Rij), i 6= j, T(ii) = 0.
(2.2.23)
Speziell fu¨r Frequenz ω = 0 findet man die Verschiebungsmatrixelemente aus [40] wieder
S[0](21|lmρ, l′m′ρ′) = nlm
nl′m′
S(2, 1; lmσ, l′m′σ′). (2.2.24)
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Dabei korrespondieren die Indizes ρ = S, T, P mit σ = 0, 1, 2 und ρ′ = S, T, P mit σ′ =
2, 1, 0.
Die nicht-verschwindenden Matrixelemente von T(ij) sind gegeben durch
T (ij|l′m′S, lmS) = S(Rij; l′m′S, lmP ) ,
T (ij|l′m′S, lmT ) = S(Rij; l′m′S, lmT ),
T (ij|l′m′S, lmP ) = l(l
′ + 1)(2l′ + 1)(2l′ + 3)
l′(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
S(Rij; l
′m′P, lmP ),
T (ij|l′m′T, lmS) = S(Rij; l′m′T, lmP ),
T (ij|l′m′T, lmT ) = S(Rij; l′m′T, lmT ),
T (ij|l′m′P, lmS) = S(Rij; l′m′P, lmP ),
T (ij|l′m′P, lmP ) = − l
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
α2 S(Rij; l
′m′P, lmP ).
(2.2.25)
Zwischen den nicht-verschwindenden Matrixelementen von T(ij) und T(ji) bestehen
analog zu (2.2.14) die Symmetrierelationen
T (ji|l′m′ρ′, lmρ) = (−1)l′+l T (ij|l′m′ρ′, lmρ), fu¨r ρ, ρ′ = S, P,
T (ji|l′m′T, lmT ) = (−1)l′+l T (ij|l′m′T, lmT ),
T (ji|l′m′S, lmT ) = (−1)l′+l−1 T (ij|l′m′S, lmT ),
T (ji|l′m′T, lmS) = (−1)l′+l−1 T (ij|l′m′T, lmS).
(2.2.26)
Die Matrix T(ij) hat die Blockstruktur
T(ij) =
TSS(ij) TST (ij) TSP (ij)TTS(ij) TTT (ij) 0
TPS(ij) 0 TPP (ij)
 . (2.2.27)
Entwicklung der Matrixelemente von T(ij) fu¨r |Yij| ¿ 1 und i 6= j
Wir betrachten die Entwicklung der Matrix T(ij) nach α
T(ij) = T
[0]
(ij) + T
[1]
(ij) α+ T
[2]
(ij) α2 + T
[3]
(ij) α3 + O(α4). (2.2.28)
Wir interessieren uns wieder fu¨r ungerade Beitra¨ge in niedriger Ordnung in α und geben
die nicht–verschwindenden Matrixelemente an.
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• Der einzige Beitrag in O(α) ist fu¨r i 6= j gegeben durch
T
[1]
(ij|1m′S, 1mS) = −2 F 1m[1]1m′ (Rij) = −
2
9
δmm′ . (2.2.29)
• Die Beitra¨ge in O(α3) kommen von den Matrixelementen
T
[3]
(ij|1m′S, 1mS) = R
2
ij
9
[
2
5
f(1m|1m′|2m−m′) Y2m−m′(Rˆij)− 1
3
δmm′
]
,
T
[3]
(ij|1m′S, 2mS) = −Rij
3
f(2m|1m′|1m−m′) Y1m−m′(Rˆij),
T
[3]
(ij|2m′S, 1mS) = −Rij f(1m|2m′|1m−m′) Y1m−m′(Rˆij),
T
[3]
(ij|2m′S, 2mS) = 1
150
δmm′ ,
T
[3]
(ij|1m′T, 1mT ) = 1
18
δmm′ ,
T
[3]
(ij|1m′S, 1mT ) = T [3](ij|1m′T, 1mS)
= i
Rij
3
g(1m|1m′|1m−m′) Y1m−m′(Rˆij).
(2.2.30)
• Matrixelemente mit l ≥ 3 oder l′ ≥ 3 haben keinen Beitrag O(α) oder O(α3)!
2.3 Der Streuformalismus in Matrixgleichungen
Die U¨bersetzung der Operatorgleichungen fu¨r den N–Teilchen–Streuformalismus aus Ab-
schnitt 2.1 in NMP– und STP–Matrixgleichungen kann nun ohne weitere Umsta¨nde erfol-
gen. Wir beschra¨nken uns hier darauf die wichtige Gleichung (2.1.34) und die Reihendar-
stellung des in (2.1.35) definierten Operators Ŵee in Matrixform anzugeben.
Gleichung (2.1.34) lauetet in der NMP–Darstellung fu¨r i, j = 1, 2, . . . , N
c˜+(i) =
1
η
∑
j
Ŵ(ij) fSt(j), oder kurz c˜e+ =
1
η
Ŵee fe
St. (2.3.1)
Darin sind z.B. die Komponenten des c˜+(i|lmσ) des Koeffizienten–Blockvektors c˜e+, der
NMP–Darstellung von v˜e 0, wegen (2.1.9) analog zu (1.3.16) gegeben durch
c˜+(i|lmσ) =
∫
δb(ri) w
+∗
lmσ(ri) · vi0ω(ri) dri. (2.3.2)
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Die Komponenten des fSt(i|lmσ) des Koeffizienten–Blockvektors feSt, der NMP–Darstellung
von Fe St, sind wegen (1.4.1) analog zu (2.1.28) gegeben durch
fSt(i|lmσ) = (−1)m
∫
v+l−mσ(ri) · FStω (ri) dri. (2.3.3)
Die NMP–Matrizen Ŵ(ij) haben wegen (2.1.39) fu¨r identische Kugeln die Reihendarstel-
lung
Ŵ(ij) = T(ij)−
∑
k
T(ik)
Ẑ
η
T(kj) +
∑
k,k′
T(ik)
Ẑ
η
T(kk′)
Ẑ
η
T(k′j)− · · · , (2.3.4)
Die U¨bersetzung von Matrixgleichungen ins STP–System verla¨uft entsprechend. Glei-
chung (2.1.34) lautet in der STP–Darstellung fu¨r i, j = 1, 2, . . . , N
c˜+(i) =
1
η
∑
j
Ŵ(ij) fSt(j), oder kurz c˜e+ =
1
η
Ŵee fe
St. (2.3.5)
Die STP–Matrizen Ŵ(ij) haben wegen (2.1.39) fu¨r identische Kugeln die Reihendarstellung
Ŵ(ij) = T(ij)−
∑
k
T(ik)
Ẑ
η
T(kj) +
∑
k,k′
T(ik)
Ẑ
η
T(kk′)
Ẑ
η
T(k′j)− · · · . (2.3.6)
2.3.1 Asymptotische Entwicklung der Matrixelemente von Ŵ(ij)
Asymptotisch haben die NMP–Matrixelemente von Ŵ mit|Yij| À 1 fu¨r alle i, j = 1, . . . , N ,
die Form
Ŵ (ij|l′m′P, lmσ) ≈
∑
k,l′′,m′′
TÀPP (ik|l′m′, l′′m′′) ẐPN(l′′) TÀNσ(kj|l′′m′′, lm)
exp(−Ykj)
α2Rl
′+l′′+1
ik Rkj
,
Ŵ (ij|l′m′σ′, lmP ) ≈
∑
k,l′′,m′′
TÀσ′N(ik|l′m′, l′′m′′) ẐNP (l′′) TÀPP (kj|l′′m′′, lm)
exp(−Yik)
α2RikR
l′+l′′+1
kj
,
(2.3.7)
mit σ, σ′ = N,M .
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Fu¨r i = j ist
Ŵ (ii|l′m′σ′, lmσ) ≈
∑
k,l′′,m′′
[
TÀσ′N(ik|l′m′, l′′m′′) ẐNN(l′′) TÀNσ(ki|l′′m′′, lm)
+ TÀσ′M(ik|l′m′, l′′m′′) ẐMM(l′′) TÀMσ(ki|l′′m′′, lm)
]
exp(−2Yik)
R2ik
,
Ŵ (ii|l′m′P, lmP ) =
∑
k,l′′,m′′
TÀPP (ik|l′m′, l′′m′′) ẐPP (l′′) TÀPP (ki|l′′m′′, lm)
1
α4R
l+l′+2(l′′+1)
ik
.
(2.3.8)
Fu¨r i 6= j ist
Ŵ (ij|l′m′N, lmN) = −Ŵ (ij|l′m′M, lmM) ≈ TÀNN(ij|l′m′, lm)
exp(−Yij)
Rij
,
Ŵ (ij|l′m′N, lmM) = Ŵ (ij|l′m′M, lmN) ≈ TÀNM(ij|l′m′, lm)
exp(−Yij)
Rij
,
Ŵ (ij|l′m′P, lmP ) = TÀPP (ij|l′m′, lm)
1
α2 Rl+l
′+1
ij
.
(2.3.9)
In Abschnitt 2.6 benutzen wir die asymptotischen Ausdru¨cke bei der Herleitung einer
allgemeinen Darstellung der Hilfsfunktion τr(ω).
2.3.2 Entwicklung der Matrixelemente von Ŵ(ij) fu¨r kleine Fre-
quenzen
Wir betrachten die Entwicklung der Matrix Ŵ(ij) nach α
Ŵ(ij) = Ŵ[0](ij) + Ŵ[1](ij) α+ Ŵ[2](ij) α2 + Ŵ[3](ij) α3 + O(α4). (2.3.10)
Wir interessieren uns fu¨r ungerade Beitra¨ge in niedriger Ordnung in α, da diese das
Langzeitverhalten der Kugelbewegung bestimmen. Sie lassen sich aus der Reihenentwick-
lung (2.3.6) und den asymptotischen Ausdru¨cken fu¨r die konvektiven Widerstandmatri-
xelemente aus Abschnitt 1.10.3 und der Matrixelemente von T̂(ij) aus Abschnitt 2.2.2
gewinnen.
Wir betrachten dazu die Matrixelemente von T(ij), T(ij)Ẑ, und T(ik)ẐT(kj) und kom-
men zu folgenden Ergebnissen:
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• Der einzige Beitrag in O(α) ist fu¨r i 6= j
Ŵ [1](ij|1m′S, 1mS) = T [1](ij|1m′S, 1mS) = −2
9
δmm′ (2.3.11)
• Im allgemeinen gibt es eine Vielzahl von Beitra¨gen in O(α3) in den Matrixelementen
von Ŵ(ij).
Wir beschra¨nken uns hier auf die Betrachtung von Ŵ [3](ij|1m′T, 1mT ). Beitra¨ge in
O(α3) zu Ŵ (ij|1m′T, 1mT ) ru¨hren ausschließlich von
1. den konvektiven Widerstandsmatrixelementen Ẑρρ′(2) mit ρ, ρ
′ 6= T ,
2. und den Verschiebungsmatixelementen T (ij|1mT, 1mT ), T (ij|2mS, 2mS)
her. Die Beitra¨ge zu Ŵ [3](ij|1m′T, 1mT ) lassen sich daher bei der symbolischen Aus-
wertung der Reihenentwicklung (2.3.6) leicht identifizieren. Kanditaten sind Terme,
welche Ẑρρ′(2) und α
2 k0(Y ) enthalten.
Wir merken an, daß es u¨ber den Zwei–Schleifen Term hinaus Beitra¨ge in O(α3) gibt.
Es ist interessant, daß diese Aussage schon aus der Tatsache, daß ZSS(2) einen Beitrag
O(α3) hat und Ergebnissen von Schmitz & Felderhof [58], abgeleitet werden kann.
Aus dem dort in ([58];6.5) angegebenen Ausdruck geben wir fu¨r identische Teilchen
den hier interessierenden Term an
8piη βrr11(R) = . . .−
3
2
[
Z˜
(0)
SS (2)
]3
R−12 + O(R−14). (2.3.12)
Zum besseren Vergleich mit der in dieser Arbeit verwendeten Notation haben wir
(1.9.13) verwendet. Dieser Term ist offenbar ein 4–Schleifen–Beitrag. Ein entspre-
chender Term muß auch bei einer frequenzabha¨ngigen Rechnung auftreten und u¨ber
ZSS(2) zu Beitra¨gen in O(α
3) fu¨hren. Wir zeigen im u¨berna¨chsten Abschnitt, daß
dem so ist und das βrr11(R) im wesentlichen durch Ŵ (11|11T, 11T ) gegeben ist (vgl.
dazu (2.5.8) und (2.5.17)).
2.4 Die Admittanzmatrix
In diesem Abschnitt definieren wir die N–Teilchen–Admittanzmatrix fu¨r ein System aus
N identischen Kugeln.
Wir betrachten, wie am Anfang des Kapitels, N identische Kugeln mit festen Orts-
vektoren Re . Auf die Kugeln wirken a¨ußere Kra¨fte Ee ω und a¨ußere Drehmomente Ne ω. In
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Abwesenheit eines einfallenden Flusses vω(r) = 0 bewegen sich die Kugeln mit Geschwin-
digkeiten Ue ω und Winkelgeschwindigkeiten Ωe ω. Die Geschwindigkeiten und Kraftmomente
der Kugeln sind verbunden durch die N–Teilchen–Admittanzmatrix Yee (N,Re ;ω)(
Ue ω
Ωe ω
)
= Yee (N,Re ;ω)
(
Ee ω
Ne ω
)
. (2.4.1)
Die Admittanzmatrix hat die Blockstruktur
Yee (N,Re ;ω) =
(
Yee tt(N,Re ;ω) Yee tr(N,Re ;ω)
Yee rt(N,Re ;ω) Yee rr(N,Re ;ω)
)
. (2.4.2)
Die Abha¨ngigkeit der Admittanzmatrix von den Positionen der Kugeln beinhaltet die In-
formationen u¨ber die hydrodynamischen Wechselwirkungen.
Wir zerlegen die N–Teilchen–Admittanzmatrix in einen von der Konfiguration der Ku-
geln unabha¨ngigen Anteil Yee∞(N ;ω), und den Anteil der die hydrodynamischen Wechsel-
wirkungen beinhaltet Ŷee (N,Re ;ω)
Yee (N,Re ;ω) = Yee∞(N ;ω) + Ŷee (N,Re ;ω). (2.4.3)
Der Wechselwirkungsanteil wird bei genu¨gend großen Absta¨nden der Kugeln beliebig klein.
Der Ein–Teilchen–Beitrag Yee∞(N ;ω) wird gegeben durch
Yee∞(N ;ω) =
(
Yt(ω) 1ee 0ee
0ee Yr(ω) 1ee
)
. (2.4.4)
Der Zerlegung der Admittanz entspricht eine Zerlegung der Geschwindigkeiten in einen
Stokes– und einen konvektiven Anteil(
Ue ω
Ωe ω
)
=
(
Ue Stω
Ωe Stω
)
+
Ûe ω
Ω̂e ω
 . (2.4.5)
Der Stokes–Anteil der Geschwindigkeiten(
Ue Stω
Ωe Stω
)
= Yee∞(N ;ω)
(
Ee ω
Ne ω
)
(2.4.6)
beinhaltet die Stokes–Geschwindigkeiten, welche die Teilchen einzeln in einer Flu¨ssigkeit
durch die wirkenden Kra¨fte und Drehmomente erhalten wu¨rden. Der konvektive Anteil der
Geschwindigkeiten Ûe ω
Ω̂e ω
 = Ŷee (N,Re ;ω)
(
Ee ω
Ne ω
)
(2.4.7)
wird durch den Streufluß v˜e 0 (vgl. (2.1.7)), den die Bewegungen der Kugeln erzeugen be-
stimmt.
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2.4.1 Die Operatordarstellung des Wechselwirkungsanteils der
Admittanzmatrix
Wir leiten in diesem Abschnitt eine Operatordarstellung des Wechselwirkungsanteils der
Admittanzmatrix Ŷee (N,Re ;ω) her.
Zuna¨chst definieren wir in Analogie zu den in Abschnitt 1.7.1 und 1.7.3 definierten
Operatoren Blockmatrizen
γee =
γee t 0ee
0ee γee r
 , ²ee =
²eet 0ee
0ee ²eer
 . (2.4.8)
Die Untermatrizen γee κ und ²eeκ mit κ = t, r, sind durch die Diagonalmatrizen
γee κ =

γκ1 0 · · · 0
0 γκ2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · γκN
 , ²eeκ =

²κ(r1, ω) 0 · · · 0
0 ²κ(r2, ω) · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · ²κ(rN , ω)
 (2.4.9)
gegeben.
Fu¨r den konvektiven Anteil der Geschwindigkeiten finden wirÛe ω
Ω̂e ω
 = (τee |γee |v˜e 0), mit (1.7.5), (1.7.7), (2.1.7)
= (τee |γee |Ŷee ve
St), mit (2.1.24)
= (τee |γee |Ŷee ²ee)
(
Ee ω
Ne ω
)
mit (2.1.19).
(2.4.10)
Der Block–Ket (τee | ist definiert als
(τee | =
(τee t| 0ee
0ee (τee r|
 , (τee κ| =

(τ 1| 0 · · · 0
0 (τ 2| · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · (τN |
 , (2.4.11)
mit (τ i| zentriert in Kugel i.
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Aus (2.4.10) lesen fu¨r den Wechselwirkungsanteil der Admittanzmatrix die Darstellung
Ŷee (N,Re ;ω) = (τee |γee |Ŷee ²ee),
Ŷκλij (N,Re ;ω) = (τ i|γκi|Ŷκλij ²λ(rj, ω)),
(2.4.12)
ab, mit κ, λ = t, r und i, j = 1, . . . , N .
2.4.2 Die Darstellung des Wechselwirkungsanteils der Admit-
tanzmatrix durch Matrixelemente von Ŵij
In diesem Abschnitt leiten wir Darstellungen von Elementen Ŷκλij (N,Re ;ω) der Admittanz-
matrix durch Matrixelemente von Ŵij in der NMP–Darstellung und STP–Darstellung her.
Die Admittanzmatrizen in der NMP–Darstellung
Fu¨r die Admittanzmatrizen Ŷκλij (N,Re ;ω) in der NMP–Darstellung findet man folgende
Ausdru¨cke:
Ŷttij(N,Re ;ω) =
1
4piη
∑
m,m′
Ŵttij(m,m
′) eme∗m′ ,
Ŷrrij(N,Re ;ω) =
1
8piη
∑
m,m′
Ŵrrij(m,m
′) eme∗m′ ,
Ŷtrij(N,Re ;ω) =
1
8piη
∑
m,m′
Ŵtrij(m,m
′) eme∗m′ ,
Ŷrtij(N,Re ;ω) =
1
8piη
∑
m,m′
Ŵrtij(m,m
′) eme∗m′ ,
(2.4.13)
mit
Ŵttij(m,m
′) = 4pi Yt(ω)
(
βt(ω)
γt(ω)
)T
·
(
Ŵ (N,N) Ŵ (N,P )
Ŵ (P,N) Ŵ (P, P )
)
·
(
ZNP (1)
ZPP (1)
)
,
Ŵrrij(m,m
′) = 8pi Yr(ω) Z
γ
MM Ŵ (M,M),
Ŵtrij(m,m
′) = −8pi i τr(ω) Yr(ω) ZMM(1)
(
βt(ω)
γt(ω)
)T
·
(
Ŵ (N,M)
Ŵ (P,M)
)
,
Ŵrtij(m,m
′) = −8pi i 2a
3
g1(x)γr(ω) Yt(ω)
(
Ŵ (M,N)
Ŵ (M,P )
)T
·
(
ZNP (1)
ZPP (1)
)
.
(2.4.14)
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Dabei verwenden wir die abku¨rzende Schreibweise Ŵ (σ, σ′) ≡ Ŵ (ij|1mσ, 1m′σ′).
Zur Herleitung dieser Darstellungen wurde (2.3.1) unter Verwendung von (1.7.29) in
(1.7.16), bzw. (1.7.19) eingesetzt. Wir fu¨hren hier eine Herleitung exemplarisch fu¨r Ŷttij(N,Re ;ω)
vor.
Die konvektive Geschwindigkeit des i-ten Teilchens ist nach (1.7.16) gegeben durch
Ûiω =
√
3
4pi
∑
m
(
βt(ω)
γt(ω)
)T
·
(
c˜+(i|1mN)
c˜+(i|1mP )
)
em. (2.4.15)
Die Koeffizienten c˜+(i|1mσ) folgen aus (2.3.1). Einsetzen liefert
Ûiω =
1
η
√
3
4pi
∑
m,m′
(
βt(ω)
γt(ω)
)T
·
(
Ŵ (N,N) Ŵ (N,P )
Ŵ (P,N) Ŵ (P, P )
)
·
(
fSt(j|1m′N)
fSt(j|1m′P )
)
em, (2.4.16)
wobei wir die oben eingefu¨hrte Abku¨rzung fu¨r Matrixelemente Ŵ (ij|1mσ, 1m′σ′) verwendet
haben. Einsetzen von (1.7.29) liefert schließlich
Ûiω =
1
η
Yt(ω)
∑
m,m′
(
βt(ω)
γt(ω)
)T
·
(
Ŵ (N,N) Ŵ (N,P )
Ŵ (P,N) Ŵ (P, P )
)
·
(
ZNP (1)
ZPP (1)
)
eme
∗
m′ · Ejω. (2.4.17)
Daraus la¨ßt sich der in (2.4.13) angegebene Ausdruck fu¨r Ŷttij(N,Re ;ω) ablesen.
Die Admittanzmatrizen in der STP–Darstellung
Fu¨r die Admittanzmatrizen Ŷκλij (N,Re ;ω) geben wir auch STP–Darstellungen an.
Die Herleitung geschieht analog zum Vorgehen bei der NMP–Darstellung. Man setzt
(2.3.5) unter Verwendung von (1.9.30) in (1.9.38), bzw. (1.9.39) ein und findet
Ŷttij(N,Re ;ω) =
1
4piη
wt(ω)
∑
m,m′
Ŵttij(m,m
′) eme∗m′ ,
Ŷrrij(N,Re ;ω) =
1
8piη
wr(ω)
∑
m,m′
Ŵrrij(m,m
′) eme∗m′ ,
Ŷtrij(N,Re ;ω) =
1
8piη
wtr(ω)
∑
m,m′
Ŵtrij(m,m
′) eme∗m′ ,
Ŷrtij(N,Re ;ω) =
1
8piη
wrt(ω)
∑
m,m′
Ŵrtij(m,m
′) eme∗m′ .
(2.4.18)
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Darin sind
wt(ω) = 4piη Yt(ω) Z˜S, wt(0) = 1,
wr(ω) = 8piη Yr(ω) Z˜
γ
TT , wr(0) = 1,
wtr(ω) = 8piη τ r(ω) Yr(ω) Z˜TT (1), wtr(0) = 1,
wrt(ω) =
8piη
3
a2 g1(x) γr(ω) Yt(ω) Z˜S, wrt(0) = 1
(2.4.19)
und
Ŵttij(m,m
′) = 3
(
βt(ω)
γt(ω)
)T
·
(
Ŵ (S, S) Ŵ (S, P )
Ŵ (P, S) Ŵ (P, P )
)
·
(
1
S˜(ω)
)
,
Ŵrrij(m,m
′) = 6 Ŵ (T, T ),
Ŵtrij(m,m
′) = −6 i
(
βt(ω)
γt(ω)
)T
·
(
Ŵ (S, T )
Ŵ (P, T )
)
,
Ŵrtij(m,m
′) = −6 i
(
Ŵ (T, S)
Ŵ (T, P )
)T
·
(
1
S˜(ω)
)
.
(2.4.20)
Dabei verwenden wir die abku¨rzende Schreibweise Ŵ (ρ, ρ′) ≡ Ŵ (ij|1mρ, 1m′ρ′).
Die Entwicklung der Hilfsfunktionen wt(ω) und wr(ω) fu¨r kleine Frequenzen
Fu¨r x¿ 1 haben die Hilfsfunktionen wt(ω) und wr(ω) die Entwicklungen
wt(ω) =
[
1− 1
3
x2
(
k1(x) +
S˜(ω)
30a2
+
mp
mf
a
Z˜S
)]−1
= 1 + O(α2),
wr(ω) =
1
k2(x) τ r(ω)
[
1 +
1
15
x2
a3g2(x)
k2(x) Z˜TT (1)
] [
1 +
1
15
Ip
If
x2
a3
k2(x) τ r(ω) Z˜TT (1)
]−2
= 1 + w[2]r α
2 + O(α4).
(2.4.21)
Damit ist gewa¨hrleistet, daß wt(ω) keinen Beitrag O(α) liefert und wr(ω) keinen Beitrag
O(α) und O(α3) liefert. Bei der Analyse der Frequenzabha¨ngigkeit von Ŷκλij (N,Re ;ω) in
diesen Ordnungen von α ko¨nnen wir uns also auf die Ausdru¨cke Ŵ (ρ, ρ′) beschra¨nken.
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2.4.3 Die kollektive Langzeitbewegung von Kugeln in einer Flu¨ssig-
keit
Wir betrachten in diesem Abschnitt die kollektive Langzeitbewegung von N Kugeln in einer
Flu¨ssigkeit. Auf die Kugeln wirken externe Kra¨fte Ei(t) = Pi δ(t) und externe Drehmo-
mente Ni(t) = Li δ(t), wobei i die jeweilige Kugel bezeichnet.
Die Entwicklung der Admittanzmatrix fu¨r kleine Frequenzen
Da nur das Matrixelement Ŵ (S, S) in (2.4.20) fu¨r i 6= j einen Beitrag O(α) liefert, folgt
aus der Darstellung der Admittanzmatrixblo¨cke (2.4.18) fu¨r N Kugeln die Entwicklung
Ŷee ij(N,Re ;ω) = Ŷee ij(N,Re ; 0)−
α
6piη
(
1 0
0 0
)
+ O(α2), i 6= j. (2.4.22)
Fu¨r i = j liefert nur der Ein–Teilchen–Anteil einen Beitrag O(α) und mit (1.10.22) folgt
Yee ii(N,Re ;ω) = Yee ii(N,Re ; 0)−
α
6piη
(
1 0
0 0
)
+ O(α2). (2.4.23)
Zusammengenommen erhalten wir die Entwicklung der Admittanzmatrix
Yee ij(N,Re ;ω) = Yee ij(N,Re ; 0)−
α
6piη
(
1 0
0 0
)
+ O(α2). (2.4.24)
Fu¨r die translative und rotative Geschwindigkeit von Teilchen i folgt daher(
Uiω
Ωiω
)
=
N∑
j=1
[
Yee ij(N,Re ; 0)−Bt
√−iω
(
1 0
0 0
)]
·
(
Pj
Lj
)
+ O(ω). (2.4.25)
mit dem Koeffizienten Bt aus (1.11.6).
Analog zu (1.11.7) folgt fu¨r das Langzeitverhalten der Geschwindigkeit von Kugel i
Ui(t) ≈ 1
12ρ(piνt)3/2
P fu¨r t→∞. (2.4.26)
mit dem Gesamtimpuls
∑N
j=1Pj. Die Rotationsgeschwindigkeit fa¨llt schneller ab.
Damit haben wir die Ergebnisse von Cichocki & Felderhof [43] wiedergefunden. In ei-
nem Haufen von beliebig (aber endlich) vielen Kugeln bewegen sich schließlich alle Kugeln
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mit der gleichen Geschwindigkeit. Das Langzeitverhalten wird durch den zur Zeit t = 0
u¨bertragenen Gesamtimpuls P und, wie im Ein–Teilchen–Fall (1.11.7), nur durch die Eigen-
schaften der Flu¨ssigkeit bestimmt. Der Anfangsimpuls wird auf die Flu¨ssigkeit u¨bertragen
und die sich frei bewegenden Teilchen werden vom Fluß mitgefu¨hrt. Der Zeitrahmen, fu¨r
den (2.4.26) die Bewegung der Kugeln beschreibt ha¨ngt von der Anfangskonfiguration der
Teilchen ab. Ist der Kugelhaufen weitra¨umig u¨ber die Flu¨ssigkeit verteilt, dauert es la¨nger
bis sich das Langzeitverhalten einstellt.
2.5 Der Selbstanteil der Zwei–Teilchen–Admittanzma-
trix
Wir wenden uns in diesem Abschnitt dem Zwei–Teilchen–Problem zu und betrachten spe-
ziell den Selbstanteil der Zwei–Teilchen–Admittanzmatrix Yee (2,Re ;ω) aus (2.4.2) von Kugel
1
Yee 11(2,Re ;ω) =
(
Ytt(R;ω) Ytr(R;ω)
Yrt(R;ω) Yrr(R;ω)
)
. (2.5.1)
Aus der Zylindersymmetrie des Zwei–Teilchen–Problems, mit dem Verbindungsvektor
R der beiden Kugeln als Achse, folgt, daß Yee 11(2,Re ;ω) durch 5 Admittanzfunktionen be-stimmt ist
Ytt(R;ω) = αtt(R;ω) RˆRˆ+ βtt(R;ω) (1− RˆRˆ),
Yrr(R;ω) = αrr(R;ω) RˆRˆ+ βrr(R;ω) (1− RˆRˆ),
Ytr(R;ω) = −βtr(R;ω) Rˆ× 1,
Yrt(R;ω) = −βrt(R;ω) Rˆ× 1,
(2.5.2)
wobei die Funktionen βrt(R;ω) und βtr(R;ω) der Symmetriebeziehung
βrt(R;ω) = −βtr(R;ω) (2.5.3)
genu¨gen.
Wir zerlegen die Admittanzfunktionen analog zu (2.4.3) in einem Ein–Teilchen– und
einen Wechselwirkungsanteil.
Fu¨r die diagonalen Admittanzfunktionen ist
ακκ(R;ω) = ακκ∞ (ω) + α̂
κκ(R;ω),
βκκ(R;ω) = βκκ∞ (ω) + β̂
κκ(R;ω),
(2.5.4)
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mit κ = t, r und
ακκ∞ (ω) = β
κκ
∞ (ω) = Yκ(ω). (2.5.5)
Fu¨r unendlich große Teilchenabsta¨nde gibt es keine Kopplung zwischen der translativen
und der rotativen Bewegung einer Kugel und daher ist
βκλ(R;ω) = β̂κλ(R;ω), (2.5.6)
mit κ, λ = t, r, wobei κ 6= λ.
Im folgenden konzentrieren wir uns auf den Wechselwirkungsanteil der Admittanzfunk-
tionen. Wir merken an, daß die Wechselwirkungsanteile der Admittanzfunktionen keinen
Beitrag O(α) haben.
2.5.1 Die Admittanzfunktionen in der NMP–Darstellung
Die Wechselwirkungsanteile der Admittanzfunktionen sind in der NMP–Darstellung gege-
ben durch
α̂tt(R;ω) =
1
4piη
Ŵtt11(0, 0), β̂
tt(R;ω) =
1
4piη
Ŵtt11(1, 1),
α̂rr(R;ω) =
1
8piη
Ŵrr11(0, 0), β̂
rr(R;ω) =
1
8piη
Ŵrr11(1, 1),
β̂tr(R;ω) =
1
8piη
Ŵtr11(1, 1), β̂
rt(R;ω) =
1
8piη
Ŵrt11(1, 1).
(2.5.7)
Die verwendeten Matrixelemente Ŵκλ11 (m,m) fu¨r m = 0, 1 und κ, λ = t, r in (2.4.14) auf-
gelistet.
2.5.2 Die Admittanzfunktionen in der STP–Darstellung
Die Wechselwirkungsanteile der Admittanzfunktionen sind in der STP–Darstellung gege-
ben durch
α̂tt(R;ω) =
1
4piη
wt(ω) Ŵ
tt
11(0, 0), β̂
tt(R;ω) =
1
4piη
wt(ω) Ŵ
tt
11(1, 1),
α̂rr(R;ω) =
1
8piη
wr(ω) Ŵ
rr
11(0, 0), β̂
rr(R;ω) =
1
8piη
wr(ω) Ŵ
rr
11(1, 1),
β̂tr(R;ω) =
1
8piη
wtr(ω) Ŵ
tr
11(1, 1), β̂
rt(R;ω) =
1
8piη
wrt(ω) Ŵ
rt
11(1, 1).
(2.5.8)
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Die verwendeten Matrixelemente Ŵκλ11 (m,m) fu¨r m = 0, 1 und κ, λ = t, r in (2.4.20) auf-
gelistet. Die Funktionen wκ(ω) und wκλ(ω) sind in (2.4.19) angegeben.
Wir geben im folgenden die asymptotischen Entwicklungen der Wechselwirkungsanteile
der Admittanzfunktion fu¨r kleine Frequenzen α an. Die Reihenentwicklung (2.3.6) von
Ŵ(11) hat fu¨r zwei Kugeln die spezielle Form
Ŵ(11) = −T(12) Ẑ
η
T(21)− T(12) Ẑ
η
T(21)
Ẑ
η
T(12)
Ẑ
η
T(21)− · · · . (2.5.9)
Die in (2.4.20) definierten Funktionen Ŵκλ11 (m,m) fu¨r m = 0, 1 und κ, λ = t, r, haben damit
Reihenentwicklungen der Form
Ŵκκ11 (0, 0) =
∑
l>0
âκκ2l (R;α)
1
R2l
, Ŵκκ11 (1, 1) =
∑
l>0
b̂κκ2l (R;α)
1
R2l
,
Ŵtr11(1, 1) =
∑
l>0
b̂tr2l+1(R;α)
1
R2l+1
.
(2.5.10)
Die Koeffizienten âκκ2l (R;α), b̂
κκ
2l (R;α) und b̂
tr
2l(R;α) sind so definiert, daß sie direkt mit
den in [58] angegebenen Ausdru¨cken verglichen werden ko¨nnen. Sie ha¨ngen von α u¨ber die
konvektive Widerstandsmatrix und die Verschiebungsmatrix ab, die Abstandsabha¨ngigkeit
von R ru¨hrt nur von den Verschiebungsmatrixelementen her. Fu¨r Frequenz α = 0 stimmen
die hier berechneten Ausdru¨cke (2.5.8) mit den in [58] angegebenen u¨berein.
Wir geben im folgenden analytische Ausdru¨cke fu¨r die Entwicklungskoeffizienten in
(2.5.10) an. Die angegebenen Ausdru¨cke gelten fu¨r Kugelmodelle, fu¨r welche die konvektive
Widerstandsmatrix symmetrisch ist, fu¨r die also
̂˜
ZSP (1) =
̂˜
ZPS(1) (2.5.11)
gilt. Zu weiteren Bemerkungen u¨ber die Symmetrie der konvektiven Widerstandsmatrix
vgl. Abschnitt 1.7.1 und Abschnitt 1.7.2. Die Darstellungen gelten insbesondere fu¨r harte
Kugeln und homogen poro¨se Kugeln. Fu¨r nicht–symmetrische konvektive Widerstandsma-
trixen lassen sich entsprechende Ausdu¨cke herleiten.
Speziell fu¨r die Funktionen b̂rr2l(R;α) geben wir fu¨r kleine l–Werte zusa¨tzlich die Koef-
fizienten b̂
rr[3]
2l (R) an.
Wir merken an, daß die angegebenen Koeffizienten keinen Beitrag O(α) enthalten.
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Ergebnisse fu¨r Frequenz ω = 0 fu¨r große Absta¨nde
Speziell fu¨r Frequenz ω = 0 findet man die Entwicklungen
4piη α̂tt(R; 0) = −Z˜ [0]SS(2)
1
R4
−
[
1
5
̂˜
Z
[0]
PP (1)−
6
7
Z˜
[0]
SP (2)−
2
5
S Z˜
[0]
SS(2) +
6
5
Z˜
[0]
SS(3)
]
1
R6
+ O(R−8),
4piη β̂tt(R; 0) = −
[
1
20
̂˜
Z
[0]
PP (1) +
1
2
Z˜
[0]
TT (2) +
1
20
Z˜
[0]
SS(3)
]
1
R6
+ O(R−8),
(2.5.12)
und
8piη α̂rr(R; 0) = −3 Z˜ [0]TT (2)
1
R8
+ O(R−10),
8piη β̂rr(R; 0) = −3
2
Z˜
[0]
SS(2)
1
R6
−
[
5
2
Z˜SS(3) + Z˜TT (2)
]
1
R8
+ O(R−10).
(2.5.13)
Diese Ausdru¨cke stimmen mit den in [58] angegebenen u¨berein.
Ergebnisse fu¨r beliebige Frequenzen
âtt2 (R;α) = −
1
9
α2 βt(ω)
̂˜
Z ′SS(1) [k2(Y ) + 2 k0(Y )]
2 ,
âtt4 (R;α) = −
1
25
βt(ω) Z˜SS(2) [3 k3(Y ) + 2 k1(Y )]
2
+
2
15
α2
{
[βt(ω)
̂˜
Z ′SP (1) [k2(Y ) + 2 k0(Y )]
+
1
6
[βt(ω) S˜(ω) + γt(ω)]
̂˜
Z ′SS(1) [k2(Y ) + 2 k0(Y )]
}
− 1
450
α4 [βt(ω) S˜(ω) + γt(ω)]
̂˜
Z ′SP (1) [k2(Y ) + 2 k0(Y )]
− 1
81
α8 βt(ω) [
̂˜
Z ′SS(1)]
3 [k2(Y ) + 2 k0(Y )]
4,
âtt6 (R;α) = −
1
5
βt(ω)
̂˜
ZPP (1) +
6
35
βt(ω) Z˜SP (2) [3 k3(Y ) + 2 k1(Y )]
+
1
25
[βt(ω) S˜(ω) + γt(ω)] Z˜SS(2) [3 k3(Y ) + 2 k1(Y )]
− 6
245
βt(ω) Z˜SS(3) [5 k4(Y ) + 2 k2(Y )]
2 + O(α2),
(2.5.14)
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b̂tt2 (R;α) = −
1
36
α2 βt(ω)
̂˜
Z ′SS(1) [k2(Y )− 4 k0(Y )]2 ,
b̂tt4 (R;α) = −
3
25
βt(ω) Z˜SS(2) [k3(Y )− k1(Y )]2 + α2
{
− 1
2
βt(ω)
̂˜
Z ′TT (1) k1(Y )
2
+
1
180
[βt(ω) S˜(ω) + γt(ω)]
̂˜
Z ′SS(1) [k2(Y )− 4 k0(Y )]
+
1
30
βt(ω)
̂˜
Z ′SP (1) [k2(Y )− 4 k0(Y )]
}
− 1
1800
α4 [βt(ω) S˜(ω) + γt(ω)]
̂˜
Z ′SP (1) [k2(Y )− 4 k0(Y )]
− 1
1296
α6 βt(ω)
̂˜
Z ′3SS(1) [k2(Y )− 4 k0(Y )]4,
b̂tt6 (R;α) = −
1
20
βt(ω)
̂˜
ZPP (1) +
1
25
[βt(ω) S˜(ω) + γt(ω)] Z˜SS(2) [k3(Y )− k1(Y )]
+
6
35
βt(ω) Z˜SP (2) [k3(Y )− k1(Y )]−
1
2
βt(ω) Z˜TT (2) k
2
2(Y )
− 1
980
βt(ω) Z˜SS(3) [15 k4(Y ) − 8 k2(Y )]2 + O(α2),
(2.5.15)
Wir merken an, daß die grau hinterlegten Koeffizienten âttl (R;α) und b̂
tt
l (R;α) fu¨r l =
1, 2 selber keinen Beitrag O(α) enthalten, wohl aber die Integrale u¨ber den Abstand
R. Darauf gehen wir im na¨chsten Kapitel im Rahmen der Berechnung des translativen
Langzeitkoeffizienten ein.
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ârr2 (R;α) = −
1
9
α4
̂˜
ZTT (1) k
2
0(Y ),
ârr4 (R;α) =
2
3
α2
̂˜
ZTT (1) k0(Y ) k2(Y )− 1
75
α4 Z˜TT (2) k
2
1(Y )−
1
81
α8 [
̂˜
ZTT (1)]
3 k
4
0(Y )
ârr6 (R;α) = − ̂˜ZTT (1) k22(Y ) + 25 α2 Z˜TT (2) k1(Y ) k3(Y )− 61225 α4 Z˜TT (3) k22(Y )
+
4
27
α6 [
̂˜
ZTT (1)]
3 k
3
0(Y ) k
2
2(Y )−
1
225
α8 [
̂˜
ZTT (1)]
2 Z˜TT (2) k
2
0(Y ) k
2
1(Y )
− 2
10125
α10
̂˜
ZTT (1) [Z˜TT (2)]
2 k
2
0(Y ) k
2
1(Y )
− 1
729
α12
[
[
̂˜
ZTT (1)]
5 k
6
0(Y ) +
3
625
[Z˜TT (2)]
3 k
2
1(Y ) k
2
0(Y )
]
,
ârr8 (R;α) = −3 Z˜TT (2) k
2
3(Y ) +
12
35
α2 Z˜TT (3) k2(Y ) k4(Y )
− 2
3
α4
[̂˜
ZTT (1)
3 k
2
0(Y ) k
2
2(Y ) +
5
1323
Z˜TT (4) k
2
3(Y )
]
+ O(α6),
(2.5.16)
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b̂rr2 (R;α) = −
1
9
α4
̂˜
ZTT (1) k
2
0(Y ),
b̂rr4 (R;α) = −
1
2
̂˜
ZSS(1) k
2
1(Y ) −
1
3
α2
̂˜
ZTT (1) k0(Y ) k2(Y )
− 1
100
α4 Z˜TT (2) k
2
1(Y )−
1
81
α8 [
̂˜
ZTT (1)]
3 k40(Y ),
b̂rr6 (R;α) = −
3
2
Z˜SS(2) k
2
2(Y ) −
1
4
̂˜
ZTT (1) k
2
2(Y )
− 1
72
[
̂˜
ZSS(1)]
3 k21(Y ) [k2(Y )− 4 k0(Y )]2 + α2
[
− 1
5
Z˜TT (2) k1(Y ) k3(Y )
+
1
18
̂˜
ZTT (1) [
̂˜
ZSS(1)]
2 k0(Y ) k
2
1(Y ) [k2(Y )− 4 k0(Y )]
]
− α4
[
1
6
̂˜
ZSS(1) [
̂˜
ZTT (1)]
2 k20(Y ) k
2
1(Y ) +
4
1225
Z˜TT (3) k
2
2(Y )
]
− 2
27
α6 [
̂˜
ZTT (1)]
3 k30(Y ) k2(Y )−
1
300
α8 [
̂˜
ZTT (1)]
2 Z˜TT (2) k
2
0(Y ) k
2
1(Y )
− 1
6750
α10
̂˜
ZTT (1) [Z˜TT (2)]
2 k20(Y ) k
2
1(Y )
− 1
729
α12
[
[
̂˜
ZTT (1)]
5 k60(Y ) +
9
2500
[Z˜TT (2)]
3 k20(Y ) k
2
1(Y )
]
,
b̂rr8 (R;α) = −
5
2
Z˜SS(3) k
2
3(Y )− Z˜TT (2) k23(Y ) + O(α2),
b̂rr10(R;α) = −
7
2
Z˜SS(4) k
2
4(Y )−
9
4
Z˜TT (3) k
2
4(Y )
+
2
35
α2 k0(Y ) k
2
2(Y ) Z˜
3
SS(2)
[
8k4(Y )− k2(Y )
]
+ O(α2),
b̂rr12(R;α) = −
9
2
k25(Y ) Z˜SS(5)− 4k25(Y ) Z˜TT (4) −
3
98
k22(Y ) Z˜
3
SS(2)
[
8k4(Y )− k2(Y )
]2
+α2 k0(Y ) k2(Y ) Z˜
2
SS(2)
[2
9
k3(Y ) Z˜SS(3) [5k5(Y )− 1
5
k3(Y )]
−8
5
[
4
7
Z˜SP (2) k2(Y ) +
1
3
Z˜TT (2) k
2
3(Y )]
]
+ O(α2),
(2.5.17)
Wir merken an, daß der grau hinterlegte Koeffizient b̂rr4 (R;α) selber keinen Beitrag
O(α3) hat, wohl aber das Integral u¨ber den Abstand R. Der Koeffizient b̂rr6 (R;α) entha¨lt
bereits einen Beitrag O(α3), liefert nach Integration u¨ber R daru¨ber hinausgehend aber
einen zusa¨tzlichen Beitrag O(α3). Darauf gehen wir im na¨chsten Kapitel im Rahmen der
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Berechnung des rotativen Langzeitkoeffizienten ein.
Frequenzentwicklungskoeffizienten b̂
rr[3]
2l (R)
b̂
rr[3]
2 (R) = 0,
b̂
rr[3]
4 (R) = 0,
b̂
rr[3]
6 (R) =
1
5
[Z˜
[0]
SS(2)]
2,
b̂
rr[3]
8 (R) = 0,
b̂
rr[3]
10 (R) = −
2
5
[Z˜
[0]
SS(2)]
3 R,
b̂
rr[3]
12 (R) =
3
5
[Z˜
[0]
SS(2)]
4 +
8
5
[Z˜
[0]
SS(2)]
2
[4
7
Z˜
[0]
SP (2) +
1
3
Z˜
[0]
TT (2)−
2
3
Z˜
[0]
SS(3)
]
R,
b̂
rr[3]
14 (R) =
96
175
[Z˜
[0]
SS(2)]
3
[ 7
16
Z˜
[0]
PP (1)− 5 Z˜ [0]SP (2) + 7 Z˜ [0]SS(3)
]
+
{10
7
Z˜
[0]
SP (2)Z˜
[0]
SS(2)Z˜
[0]
SS(3)
+ [Z˜
[0]
SS(2)]
2
[10
9
Z˜
[0]
SP (3) + Z˜
[0]
TT (3)− 2 Z˜ [0]SS(4)
]}
R,
b̂
rr[3]
16 (R) = [Z˜
[0]
SS(2)]
2
(128
49
[Z˜
[0]
SP (2)]
2 +
16
9
[Z˜
[0]
TT (2)]
2 +
3
5
Z˜
[0]
PP (1) Z˜
[0]
SS(3)
− 1292
105
Z˜
[0]
SP (2) Z˜
[0]
SS(3) +
308
45
[Z˜
[0]
SS(3)]
2 +
256
105
Z˜
[0]
SP (2) Z˜
[0]
TT (2)−
44
45
Z˜
[0]
TT (2) Z˜
[0]
SS(3)
)
+ [Z˜
[0]
SS(2)]
3
(128
105
Z˜
[0]
PP (2)−
52
9
Z˜
[0]
SP (3)−
1
3
Z˜
[0]
TT (3) +
58
7
Z˜
[0]
SS(4)
)
+
{16
5
Z˜
[0]
SS(2) Z˜
[0]
SP (2) Z˜
[0]
SS(4) + [Z˜
[0]
SS(2)]
2
(112
55
Z˜
[0]
SP (4) +
8
5
Z˜
[0]
TT (4)−
16
5
Z˜
[0]
SS(5)
)
− 4
5
[Z˜
[0]
SS(5)]
5
}
R,
(2.5.18)
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b̂tr3 (R;α) =
1
6
βt(ω)
̂˜
ZSS(1) k1(Y ) [k2(Y )− 4k0(Y )]− 1
3
α2 βt(ω)
̂˜
ZTT (1) k0(Y ) k1(Y ),
b̂tr5 (R;α) = −
1
30
γt(ω)
̂˜
ZSS(1) k1(Y )− 1
2
βt(ω)
̂˜
ZTT (1) k1(Y ) k2(Y )
− 1
10
βt(ω)
̂˜
ZSP (1) k1(Y ) +
3
5
βt(ω) Z˜SS(2) k2(Y ) [k3(Y )− k1(Y )]
+
1
216
βt(ω) [
̂˜
ZSS(1)]
3 k1(Y ) [k2(Y )− 4 k0(Y )]3
+ α2
[
1
30
γt(ω)
̂˜
ZSP (1) k1(Y )− 1
10
βt(ω) Z˜TT (2) k1(Y ) k2(Y )
− 1
108
βt(ω)
̂˜
ZTT (1) [
̂˜
ZSS(1)]
2 k0(Y ) k1(Y ) [k2(Y )− 4 k0(Y )]2
]
+
1
54
α4 βt(ω)
̂˜
ZSS(1) [
̂˜
ZTT (1)]
2 k0(Y )
2 k1(Y ) [k2(Y )− 4 k0(Y )]
− 1
27
α6 βt(ω) [
̂˜
ZTT (1)]
3 k30(Y ) k1(Y ),
b̂tr7 (R;α) =
1
2
Z˜SS(3) k3(Y )
[
15
7
k4(Y )− 8
7
k2(Y )
]
− 3
7
βt(ω) Z˜SP (2) k2(Y )
− βt(ω) Z˜TT (2) k2(Y ) k3(Y )−
1
5
γt(ω) Z˜SS(2) k2(Y ) + O(α
2).
(2.5.19)
2.6 Eine allgemeine Darstellung fu¨r τr(ω) durch Wi-
derstandsmatrixelemente
In (1.4.21) haben wir die Hilfsfunktion τr(ω) bei der Behandlung der Starrko¨rperrotation
eingefu¨hrt. In diesem Abschnitt leiten wir eine allgemeine Darstellung fu¨r τr(ω) durch
Widerstandsmatrixelemente her.
Zuna¨chst geben wir fu¨r große Absta¨nde R asymptotische Ausdru¨cke fu¨r die in (2.5.7)
definierten Admittanzfunktionen β̂tr(R;ω) und β̂rt(R;ω) an. Dabei verwenden wir die Dar-
stellungen (2.4.14) und die in Abschnitt 2.3.1 bereitgestellten asymptotischen Ausdru¨cke
der NMP–Matrixelemente Ŵ (11|11σ, 11σ′).
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Wir finden fu¨r β̂tr(R;ω)
β̂tr(R;ω) =
1
8piη
Ŵtr11(1, 1)
=
−i
η
τr(ω) Yr(ω) ZMM(1)
(
βt(ω)
γt(ω)
)T
·
(
Ŵ (11|11N, 11M)
Ŵ (11|11P, 11M)
)
≈ −i
η
τr(ω) Yr(ω) ZMM(1) γt(ω) Ŵ (11|11P, 11M)
≈ −i
η
τr(ω) Yr(ω) ZMM(1) γt(ω) T (12|11P, 11P ) ZPN(1) T (21|11N, 11M),
(2.6.1)
und fu¨r β̂rt(R;ω)
β̂rt(R;ω) =
1
8piη
Ŵrt11(1, 1)
=
−i
η
2a
3
g1(x) γr(ω) Yt(ω)
(
Ŵ (11|11M, 11N)
Ŵ (11|11M, 11P )
)T
·
(
ZNP (1)
ZPP (1)
)
≈ −i
η
2a
3
g1(x) γr(ω) Yt(ω) Ŵ (11|11M, 11P ) ZPP (1)
≈ −i
η
2a
3
g1(x) γr(ω) Yt(ω) T (12|11M, 11N) ẐNP (1) T (21|11P, 11P ) ZPP (1)
=
i
η
2a
3
g1(x) γr(ω) Yt(ω) T (21|11N, 11M) ẐNP (1) T (12|11P, 11P ) ZPP (1).
(2.6.2)
Bei der letzten Umformung haben wir die zu (2.2.6) analoge Symmetrierelation fu¨r Matri-
xelemente von T benutzt
T (12|11P, 11P ) = T (21|11P, 11P ),
T (12|11N, 11M) = −T (21|11N, 11M). (2.6.3)
Aus der Symmetierelation fu¨r die Admittanzfunktionen (2.5.3) in der Form
β̂rt(R;ω) = −β̂tr(R;ω) (2.6.4)
fu¨r alle R, folgt im Grenzwert R → ∞ mit den asymptotischen Ausdru¨cken (2.6.1) und
(2.6.2) die exakte Beziehung
1 =
τr(ω) Yr(ω) ZMM(1)γt(ω)ẐPN(1)
2a
3
g1(x)γr(ω) Yt(ω)ZPP (1)ẐNP (1)
(2.6.5)
Daraus folgt fu¨r τr(ω) unter Verwendung von (1.5.46) und (1.6.22) die Darstellung
τr(ω) = τ
r
r (ω) τ
t
r (ω) τ̂r(ω), (2.6.6)
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mit
τ rr (ω) =
λr(ω)
λM(ω)
,
τ tr (ω) =
4pi
3
ZPP (1)
ζt(ω)− iωmf ,
τ̂r(ω) =
ẐNP (1)
ẐPN(1)
.
(2.6.7)
Speziell fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen ist τ tr (ω) = τ̂r(ω) = 1
und τr(ω) = τ
r
r (ω). Fu¨r eine homogen poro¨se Kugel ist τ
t
r (ω) = [1 + (x/x˜0)
2]−1, τ̂(ω) = 1
und τr(ω) = τ
r
r (ω) τ
t
r (ω).
An der Darstellung (2.6.6) fu¨r τr(ω) und ihrer Herleitung sind mehrere Punkte bemer-
kenswert
• Die Herleitung der Darstellung der “Ein–Teilchen–Gro¨ße” τr(ω) gelingt hier u¨ber
die Auswertung von Ausdru¨cken des Zwei–Teilchen–Streuproblems. Die gewonnene
Darstellung zeigt eine erstaunlich komplexe Struktur von τr(ω).
• Die bei der Beschreibung der Starrko¨rperrotation einer Kugel eingefu¨hrte Gro¨ße hat
im allgemeinen einen Beitrag τ tr (ω) der sie mit Gro¨ßen aus der Beschreibung der
translativen Bewegung einer Kugel verbindet.
• U¨berraschend ist das Vorkommen des Faktors τ̂r(ω), welcher offenbar eine direk-
te Verbindung zum Problem der Symmetrie des konvektiven Widerstandsoperators
herstellt. Eine alternative Darstellung fu¨r τr(ω) – ohne diesen Faktor – wa¨re demnach
ein direkter Beweis fu¨r die Symmetrie des konvektiven Widerstandsoperators.
Wir formulieren daher folgende Vermutung:
Vermutung u¨ber die allgemeine Form von τr(ω): Aufgrund der bisherigen Ergeb-
nisse vermuten wir, daß τr(ω) fu¨r beliebige Randbedigungen die Identita¨t
τr(ω) = τ
r
r (ω) τ
t
r (ω) (2.6.8)
erfu¨llt.
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2.7 Zusammenfassung
In diesem Kapitel haben wir eine Darstellung fu¨r die N–Teilchen–Admittanzmatrix aus
der Lo¨sung der Bewegungsgleichungen von N Teilchen in einer Flu¨ssigkeit hergeleitet.
Die Abha¨ngigkeit der Admittanzmatrix von der Konfiguration der Kugeln beinhaltet
die Information u¨ber die hydrodynamischen Wechselwirkungen.
U¨ber die STP–Darstellung haben wir die Frequenzentwicklung der Admittanzmatrix
analysiert. Dabei haben wir uns auf Koeffizienten O(α) und O(α3) ungerader Ordnung
konzentriert. Diese bestimmen das Langzeitverhalten der Kugelbewegungen.
Fu¨r den Selbstanteil der Zwei–Teilchen–Admittanz haben wir explizite Ergebnisse fu¨r
große Absta¨nde durch Matrixelemente des konvektiven Widerstandsoperators in der STP–
Darstellung angegeben.
Aus asymptotischen Ausdru¨cken von Admittanzfunktionen in der NMP–Darstellung
konnten wir eine allgemeine Darstellung fu¨r τr(ω) herleiten.
Im na¨chsten Kapitel bescha¨ftigen wir uns mit der effektiven Admittanz von Suspensio-
nen von Kugeln.
Kapitel 3
Das Langzeitverhalten der Bewegung
von suspendierten Kugeln
In diesem Kapitel untersuchen wir das Langzeitverhalten einer Suspension von Kugeln,
welche durch a¨ußere Einwirkung auf ein einzelnes suspendiertes Teilchen aus dem Gleich-
gewicht gebracht wird. Dazu betrachten wir die mittlere Bewegung des ausgezeichneten
Teilchens unter der Wirkung einer a¨ußeren Kraft und eines a¨ußeren Drehmomentes. Auf
die anderen suspendierten Teilchen sollen keine a¨ußeren Kra¨fte oder Drehmomente wirken.
Die mittlere Geschwindigkeit des Tracer–Teilchens ha¨ngt u¨ber die effektive Admittanz mit
den a¨ußeren Kra¨ften zusammen. Wir berechnen Ausdru¨cke fu¨r die effektive Admittanz
durch eine Cluster–Entwicklung und analysieren das Verhalten fu¨r kleine Frequenzen.
3.1 Die effektive Admittanz
Wir betrachten die Translations– und Rotationsgeschwindigkeit des Tracer–Teilchens, dem
wir die Nummer 1 zuweisen, in der Flu¨ssigkeit. Auf dieses Teilchen wirkt die a¨ußere Kraft
E1ω und das a¨ußere Drehmoment N1ω. Im allgemeinen ha¨ngt die Geschwindigkeit eines
suspendierten Teilchens von der Konfiguration Re aller anderen Kugeln ab. Mitteln wir
u¨ber die Konfigurationen der suspendierten Kugeln, so ha¨ngt die mittlere Geschwindigkeit
von Kugel 1 u¨ber die effektive Admittanz Yee
∗(ω) mit den a¨ußeren Kra¨ften zusammen(〈U1ω〉Re
〈Ω1ω〉Re
)
= Yee
∗(ω)
(
E1ω
N1ω
)
. (3.1.1)
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Die effektive Admittanz ist definiert als der thermodynamische Grenzwert des Selbstanteils
der Admittanzmatrix
Yee
∗(ω) = lim
N→∞
V→∞
〈Yee 11(N,Re ;ω)〉Re (3.1.2)
u¨ber die Kugelkonfigurationen Re bei konstanter Dichte n = N/V der suspendierten Teil-
chen. Darin ist das thermodynamische Mittel gegeben durch
〈Yee 11(N,Re ;ω)〉Re =
∫
Yee 11(N,Re ;ω) Peq(Re ) dRe (3.1.3)
mit der Gleichgewichtsverteilung Peq(Re ) der suspendierten Kugeln, ausgewertet u¨ber die
fixierten Konfigurationen Re .
Die effektive Admittanz ist auf Grund der Mittelung ra¨umlich homogen und spha¨risch
symmetrisch und hat die Gestalt
Yee
∗(ω) =
(
Y∗t (ω) 1 0
0 Y∗r (ω) 1
)
, (3.1.4)
mit skalaren Funktionen Y∗t (ω) und Y
∗
r (ω).
Analog zu (2.4.3) zerlegen wir die effektive Admittanz in einen Ein–Teilchen–Anteil
und einen Wechselwirkungsanteil
Yee
∗(ω) = Yee
∗
∞(ω) + Ŷee
∗(ω), (3.1.5)
mit
Yee
∗
∞(ω) =
(
Yt(ω) 1 0
0 Yr(ω) 1
)
, und Ŷee
∗(ω) =
(
Ŷ∗t (ω) 1 0
0 Ŷ∗r (ω) 1
)
. (3.1.6)
Explizite Ausdru¨cke fu¨r die translative und die rotative Admittanz Y∗t (ω) und Y
∗
r (ω)
erha¨lt man durch eine Cluster–Entwicklung, die wir im na¨chsten Abschnitt behandeln.
3.2 Die Cluster–Entwicklung der effektiven Admit-
tanz
Die Methode der Cluster–Entwicklung [47, 48, 50] reduziert die Auswertung des thermo-
dynamischen Grenzwertes (3.1.2) auf eine Summe von Cluster–Integralen. Jedes dieser
Cluster–Integrale erfordert die Lo¨sung des hydrodynamischen Streu–Problems fu¨r endlich
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viele suspendierte Teilchen, wie wir sie im zweiten Kapitel geleistet haben. Fu¨r eine halb-
verdu¨nnte Suspension genu¨gt es, das Zwei–Teilchen–Problem zu lo¨sen.
Der Ausdruck fu¨r die Cluster–Entwicklung der effektiven Admittanz lautet
Yee
∗(ω) =
1
n
∞∑
N=1
1
(N − 1)!
∫
n(1, 2, . . . , N) Mee (1|2, . . . , N ;ω) d2 · · · dN. (3.2.1)
Darin ist n(1, 2, . . . , N) dieN–Teilchen–Verteilungsfunktion im thermodynamischen Grenz-
fall und die MatrixMee (1|2, . . . , N ;ω) ha¨ngt zusammen [50] mit der N–Teilchen–Admittanz-matrix Yee 11(N,Re ;ω). Die verwurzelte Cluster–Entwicklung (engl. “rooted cluster expansi-on”) von Mee (1|2, . . . , N ;ω) liefert fu¨r N = 1, 2 und 3 die Ausdru¨cke
Mee (1;ω) = Yee 11(1,Re ;ω) = Yee
∗
∞(ω),
Mee (1|2;ω) = Yee 11(2,Re ;ω)−Mee (1;ω) = Ŷee 11(2,Re ;ω),
Mee (1|2, 3;ω) = Yee 11(3,Re ;ω)−Mee (1|2;ω)−Mee (1|3;ω) +Mee (1;ω).
(3.2.2)
Die Funktion Ŷee 11(2,Re ;ω) ist der Wechselwirkungsanteil von Yee 11(2,Re ;ω) definiert in (2.5.1).
Wir merken an, daß die Clusterausdru¨cke in (3.2.2) fu¨r beliebige Clustergro¨ßenN keinen
Beitrag in Ordnung O(α) haben.
Wir beschra¨nken uns auf den Zwei–Teilchen–Beitrag und erhalten unter Verwendung
der radialen Verteilungsfunktion g(R) und mit Teilchen 1 im Ursprung
Yee
∗(ω) ≈ Yee
∗
∞(ω) + n
∫
g(R) Mee (1|R;ω)
∣∣
R1=0
dR. (3.2.3)
Fu¨r Brownsche Teilchen mit direkten Potentialwechselwirkungen v(R) ist in erster Ordnung
der Dichte n
Yee
∗(ω) = Yee
∗
∞(ω) + n
∫
exp(−β v(R)) Mee (1|R;ω)
∣∣
R1=0
dR+ O(n2). (3.2.4)
Fu¨r die skalaren Admittanzfunktionen erhalten wir daraus die Entwicklung
Y∗κ(ω) = Yκ(ω) + φ Ŷκ(ω) + O(φ
2), (3.2.5)
darin ist unter Verwendung von (2.5.1)
Ŷκ(ω) =
1
4pia3
∫
exp(−β v(R))
[ ∫
Tr Ŷκκ(R;ω) dΩ
]
R2 dR (3.2.6)
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mit κ = t, r und dem Volumenanteil φ = 4pi
3
na3.
Aus (3.2.6) erhalten wir mit (2.5.2) und (2.5.8) die Ausdru¨cke
Ŷt(ω) =
1
6piηa
wt(ω) Ŵt(ω),
Ŷr(ω) =
1
8piηa3
wr(ω) Ŵr(ω),
(3.2.7)
mit den Hilfsfunktionen
Ŵt(ω) =
3
2a2
∫
exp(−β v(R)) [Ŵtt11(0, 0) + 2 Ŵtt11(1, 1)] R2 dR,
Ŵr(ω) =
∫
exp(−β v(R)) [Ŵrr11(0, 0) + 2 Ŵrr11(1, 1)] R2 dR.
(3.2.8)
Fu¨r den Spezialfall harter Kugeln mit v(R) = vHS(R), mit
vHS(R) =
{
∞, R < 2a,
0, R ≥ 2a, (3.2.9)
wird die Verteilungsfunktion in niedrigster Ordnung der Dichte gegeben durch
g0(R) =
{
0, R < 2a,
1, R ≥ 2a. (3.2.10)
Wir werden uns ab jetzt hauptsa¨chlich auf diesen Fall beschra¨nken, und finden fu¨r (3.2.8)
die Ausdru¨cke
Ŵt(ω) =
3
2a2
∫ ∞
2a
[Ŵtt11(0, 0) + 2 Ŵ
tt
11(1, 1)] R
2 dR,
Ŵr(ω) =
∫ ∞
2a
[Ŵrr11(0, 0) + 2 Ŵ
rr
11(1, 1)] R
2 dR.
(3.2.11)
Den Einfluß von allgemeineren Potentialwechselwirkungen betrachten wir gesondert fu¨r
die translativen und rotativen Langzeitkoeffizienten.
3.3 Die Entwicklung von Ŷt(ω) und Ŷr(ω) fu¨r kleine
Frequenzen α
Wir interessieren uns fu¨r die ersten ungeraden Koeffizienten in den Entwicklungen der in
(3.2.7) definierten Funktionen Ŷt(ω) und Ŷr(ω) nach α.
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Da die Analyse buchhalterisch, umsta¨ndlich und nicht anspruchsvoll ist, fangen wir
ausnahmsweise mit dem Ergebnis an: Wir werden im folgenden zeigen, daß Ŷt(ω) und
Ŷr(ω) die Entwicklungen
Ŷt(ω) = Ŷt(0) + Ŷ
[1]
t α+ O(α
2),
Ŷr(ω) = Ŷr(0) + Ŷ
[2]
r α
2 + Ŷ[3]r α
3 + O(α4)
(3.3.1)
haben.
Wir werden insbesondere zeigen, daß ein nichtverschwindender Beitrag Ŷ
[1]
t existiert
und der Koeffizient Ŷ
[1]
r gleich Null ist. Die Beitra¨ge zu den Entwicklungskoeffizienten Ŷ
[1]
t
und Ŷ
[3]
r werden wir detailliert analysieren.
In (2.4.21) haben wir festgehalten, daß die in (2.4.19) definierten Hilfsfunktionen wt(ω)
und wr(ω) die Entwicklungen
wt(ω) = 1 + w
[2]
t α
2 + O(α3),
wr(ω) = 1 + w
[2]
r α
2 + w(4)r α
4 + O(α5)
(3.3.2)
haben. Die Funktionen wt(ω) und wr(ω) liefern also keinen Beitrag zu Ŷ
[1]
t sowie Ŷ
[1]
r und
Ŷ
[3]
r . Daher ko¨nnen wir uns auf die Analyse der Frequenzentwicklungen von Ŵt(ω) und
Ŵr(ω) beschra¨nken.
Wir werden in den folgenden Abschnitten zeigen, daß Ŵt(ω) und Ŵr(ω) Entwicklungen
der Form
Ŵt(ω) = Ŵt(0) + Ŵ
[1]
t α+ O(α
2),
Ŵr(ω) = Ŵr(0) + Ŵ
[2]
r α
2 + Ŵ[3]r α
3 + O(α4)
(3.3.3)
haben und Darstellungen der Koeffizienten Ŵ
[1]
t und Ŵ
[3]
r durch konvektive Widerstands-
matrixelemente bei Frequenz ω = 0 angeben (siehe (3.3.32), (3.3.46) und (3.3.50)).
Angenommen, (3.3.3) gilt, dann folgt unter Verwendung von (3.2.7) und (3.3.2) die
Gu¨ltigkeit von (3.3.1)
Zwischen den Entwicklungskoeffizienten von Ŷκ(ω) und Ŵκ(ω) (κ = t, r) bestehen
dann die Beziehungen
Ŷt(0) =
1
6piηa
Ŵt(0),
Ŷ
[1]
t =
1
6piηa
Ŵ
[1]
t ,
(3.3.4)
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sowie
Ŷr(0) =
1
8piηa3
Ŵr(0),
Ŷ[3]r =
1
8piηa3
Ŵ[3]r .
(3.3.5)
Speziell fu¨r Frequenz ω = 0 gilt wegen (3.2.7) und (2.5.8) fu¨r harte Kugeln mit (3.2.9)
Ŷκ(0) =
1
a3
∫ ∞
2a
[α̂κκ(R; 0) + 2 β̂κκ(R; 0)] R2 dR. (3.3.6)
Die Koeffizienten nullter Ordnung sind durch viele Beitra¨ge zu Potenzen in 1/R in den
Entwicklungen von Ŵtt11(m;m)
∣∣∣
ω=0
und Ŵrr11(m;m)
∣∣∣
ω=0
mit m = 0, 1, bestimmt.
Unter Verwendung von (2.5.12) wird das Anfangsstu¨ck der Entwicklung von Ŷt(0) ge-
geben durch
Ŷt(0) ≈ −Yt(0)
{
3
4a3
Z˜
[0]
SS(2) +
3
8a5
[
1
10
̂˜
Z
[0]
PP (1)−
1
7
Z˜
[0]
SP (2)
− 1
15
S Z˜
[0]
SS(2) +
1
6
Z˜
[0]
TT (2) +
13
60
Z˜
[0]
SS(3)
]}
(3.3.7)
und (2.5.13) liefert fu¨r Ŷr(0)
Ŷr(0) ≈ −Yr(0)
[
1
8a3
Z˜
[0]
SS(2) +
1
32a5
[Z˜
[0]
SS(3) + Z˜
[0]
TT (2)]
]
. (3.3.8)
Speziell fu¨r harte Kugeln mit Haft–Randbedingungen findet man fu¨r ω = 0, nach
Summation bis Konvergenz erreicht ist, die Werte [13–15,24,25,49]
Ŷt(0) ≈ −1.83
6piηa
,
Ŷr(0) ≈ −0.63
8piηa3
.
(3.3.9)
Wir konzentrieren uns nun auf die Untersuchung der Koeffizienten Ŵ
[1]
t und Ŵ
[3]
r .
3.3.1 Allgemeine Aussagen
Die analytische Berechnung der frequenzabha¨ngigen Funktionen Ŵt(ω) und Ŵr(ω) u¨ber
die Integrale (3.2.11) ist im allgemeinen nicht praktikabel. Wir ko¨nnen jedoch allgemeine
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Aussagen u¨ber die Zusammensetzung der uns interessierenden Koeffizienten der Frequen-
zentwicklung machen. Insbesondere werden wir im folgenden aus den Reihendarstellungen
der Integranden die Terme herausfiltern, welche keinen Beitrag zu den Koeffizienten Ŵ
[1]
t
und Ŵ
[3]
r liefern. Mit der Auswertung der verbleibenden Terme bescha¨ftigen wir uns dann
in den na¨chsten beiden Abschnitten.
Setzen wir die Reihenentwicklungen (2.5.10) von Ŵκκ11 (m,m) in (3.2.11) ein, so finden
wir, daß die Funktionen Ŵt(ω) und Ŵr(ω) durch Integrale der Form
F (α) =
∞∫
c
f(R;α) R2 dR, (3.3.10)
mit c > 0 und Funktionen f(R;α) der Form
f(R;α) =
∞∑
l=1
f2l(R;α)
(
a
R
)2l
(3.3.11)
gegeben sind. Die Funktionen f2l(R;α) sind unendlich oft nach α differenzierbar und F (α)
hat eine Frequenzentwicklung
F (α) = F (0) + F [1] α+ F [2] α2 + F [3] α3 + O(α4). (3.3.12)
Die Hilfsfunktionen
ϕl(R;α) = f2l(R;α)
(
a
R
)2l
R2 (3.3.13)
sind auf dem Intervall (c,∞) integrierbar. Wir ko¨nnen daher Integral und Summe in
(3.3.10) vertauschen und erhalten
F (α) =
∞∑
l=1
Φl(α), (3.3.14)
mit
Φl(α) =
∞∫
c
ϕl(R;α) dR. (3.3.15)
U¨ber die Integrierbarkeit von ϕl(R;α) hinaus, sind auch alle Ableitungen von ϕl(R;α)
nach α fu¨r α > 0 integrierbar und es gilt sogar∣∣∣∂kϕl(R;α)
∂αk
∣∣∣ ≤ C(l, k)
R2
, (3.3.16)
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mit positiven Zahlen C(l, k).
Fu¨r α = 0 sind die Ableitungen im allgemeinen nicht integrierbar, da in diesem Fall der
exponentielle Da¨mpfungsterm exp(−αR) nicht mehr wirksam ist. Im allgemeinen sind da-
her auch die Entwicklungskoeffizienten ϕ
[k]
l (R) von ϕl(R;α) nach α nicht u¨ber R integrier-
bar. Wir ko¨nnen also nicht ohne weiteres das Integral in (3.3.15) auf die Funktionen ϕ
[k]
l (R)
ziehen, um die Entwicklungskoeffizienten von Φl(α) zu berechnen. Ein generisches Beispiel
fu¨r eine Funktion f2l(R;α) welche dieses Verhalten zeigt, ist die Funktion α
2 exp(−αR).
Wir untersuchen im folgenden die Funktionen f2l(R;α) na¨her und geben eine Bedingung
fu¨r Werte von l und k an, welche sicherstellt, daß (3.3.16) auch fu¨r α = 0 gilt.
Der Entwicklungskoeffizient f
[1]
2l (R) der Funktionen f2l(R;α) verschwindet, so daß diese
eine Frequenzentwicklung der Form
f2l(R;α) = f
[0]
2l + f
[2]
2l (R) α
2 + f
[3]
2l (R) α
3 + O(α4) (3.3.17)
besitzen, wobei f
[0]
2l nicht vom Kugelabstand R abha¨ngt. Dies folgt direkt aus den Fre-
quenzentwicklungen der Matrixelemente der Iterationsoperatoren ẐT(ij) und des Zwei–
Schleifen–Beitrags T(12)ẐT(21) zu Ŵ(11), welche jeweils die Form (3.3.17) haben. Da-
her haben wegen der Reihendarstellung (2.3.6) alle Matrixelemente von Ŵ(11) die Form
(3.3.17).
Aus der Frequenz– und Abstandsabha¨ngigkeit der Verschiebungsmatrixelemente nur
u¨ber Y = αR, sowie der Frequenzabha¨ngigkeit der konvektiven Widerstandsmatrixele-
mente nur u¨ber x = αa folgt, daß die Koeffizienten f
[k]
2l (R) die Form
f
[k]
2l (R) =
k∑
i=0
fi(l; k) R
i (3.3.18)
haben.
Fu¨r die Entwicklungskoeffizienten von ϕl(R;α) erhalten wir damit die Darstellung
φ
[k]
l (R) = a
2l
k∑
i=0
fi(l; k) R
−2l+2+i. (3.3.19)
Daraus folgt, daß fu¨r
l ≥ 2 + k/2 (3.3.20)
die Funktionen φ
[k]
l (R) integrierbar sind und zusammen mit (3.3.16) folgt, daß fu¨r solche k
die Frequenzentwicklung von (3.3.15) bis zur Ordnung O(αk) unter dem Integral ausgefu¨hrt
werden kann.
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Wir ko¨nnen nun folgende Aussagen machen:
1. Zum Koeffizienten F [1] ko¨nnen nur Φ1(α) und Φ2(α) beitragen. Die Funktionen Φl(α)
haben fu¨r l ≥ 3 keinen Beitrag O(α). Es gilt also
F [1] = Φ
[1]
1 + Φ
[1]
2 . (3.3.21)
2. Zum Koeffizienten F [3] ko¨nnen nur Φ1(α), Φ2(α), Φ3(α) sowie Funktionen f2l(R;α)
mit l ≥ 4 und f [3]2l (R) 6= 0 beitragen. Es gilt also
F [3] = Φ
[3]
1 + Φ
[3]
2 + Φ
[3]
3 +
∞∑
l=4
∞∫
c
f
[3]
2l (R)
(
a
R
)2l
R2 dR. (3.3.22)
Damit ko¨nnen wir einen Großteil der Terme aus (3.3.10) bei der Bestimmung der Ko-
effizienten Ŵ
[1]
t und Ŵ
[3]
r außen vor lassen. Die zu beru¨cksichtigen Terme werden wir aus-
integrieren bzw. weiter klassifizieren.
3.3.2 Der Langzeitkoeffizient der Translation
Wir bestimmen nun den Entwicklungskoeffizienten Ŵ
[1]
t .
Wir definieren Funktionen Φtl(α) durch
Φtl(α) =
3
2a2
∞∫
2a
âtt2l(R;α) + 2 b̂
tt
2l(R;α)
R2(l−1)
dR. (3.3.23)
Damit ist wegen (3.2.11) und (2.5.10)
Ŵt(ω) =
∞∑
l=1
Φtl(α). (3.3.24)
Die beno¨tigten Ausdru¨cke der Funktionen âtt2l(R;α) und b̂
tt
2l(R;α) sind in (2.5.14) und
(2.5.15) angegeben.
Da die Matrixelemente von ẐT(ij) in niedrigster Ordnung Beitra¨ge O(α2/R) fu¨r l = 1
und O(1/R2) fu¨r l = 2 liefern, tra¨gt nur der Zwei–Schleifen–Beitrag mit diesen l–Werten
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zu Ŵ
[1]
t bei. Ho¨here Schleifen–Beitra¨ge liefern Terme mit mindestens O(α
4) oder O(R−6).
Wir brauchen also nur den Zwei–Schleifen–Beitrag zu diskutieren.
Fu¨r Φt1(α) und Φ
t
2(α) findet man
Φt1(α) =
−1
4a2
βt(ω)
̂˜
Z ′SS(1)
∞∫
2a
α2[k22(αR) + 8 k
2
0(αR)] dR,
Φt2(α) =
−3
10a2
βt(ω) Z˜SS(2)
∞∫
2a
3 k23(αR) + 2 k
2
1(αR)
R2
dR + O(α2).
(3.3.25)
Die Integrale u¨ber die Zwei–Schleifen–Beitra¨ge lassen sich geschlossen ausfu¨hren (siehe
auch Anhang D.1).
Die Funktionen Φtl(α) mit l ≥ 3 ko¨nnen nach den U¨berlegungen im letzten Abschnitt
keinen Beitrag O(α) liefern.
Die in (3.3.25) vorkommenden Integrale lassen sich durch die in (C.49) definierten
Funktionen I
(1)
l (α, a) und I
(2)
l (α, a) ausdru¨cken. Die expliziten Werte der Integrale sind in
(C.52) angegeben.
Fu¨r die Integrale in Φt1(α) aus (3.3.25) findet man
∞∫
2a
α2k20(αR) dR = α
2I
(1)
1 (α, a)
=
∞∫
2a
α2 exp(−2αR) dR
=
α
2
exp(−4x)
=
α
2
+ O(α2),
(3.3.26)
und
∞∫
2a
α2k22(αR) dR = α
2I
(2)
1 (α, a)
=
3α
2x3
{
exp(−4x)
(
1 + 4x+ 4x2 +
4
3
x3
)
− 2 exp(−2x)(1 + 2x) + 1
}
= 2α+ O(α2),
(3.3.27)
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da {. . .} = 4
3
x3 + O(x4).
Einsetzen der Entwicklungen in (3.3.25) liefert wegen βt(ω) = 1 + O(α
2) den Koeffizi-
enten
Φ
t[1]
1 = −
3
2a2
̂˜
Z
′[0]
SS(1) = −
1
2
a∆µ. (3.3.28)
Fu¨r die Integrale in Φt2(α) aus (3.3.25) findet man
∞∫
2a
k21(αR)
R2
dR = I
(1)
2 (α, a)
=
1
4a
[3k2(2x)k0(2x)− k21(2x)]
=
1
2a
− 3
2
α+ O(α2),
(3.3.29)
und
∞∫
2a
k23(αR)
R2
dR = I
(2)
2 (α, a)
=
5
8x4a
{
exp(−4x)
(
1 + 4x+
20
3
x2 +
16
3
x3 +
32
15
x4 +
16
45
x5
)
− 2 exp(−2x)(1 + 2x+ 4
3
x2) + 1
}
=
1
2a
− 2
3
α+ O(α2),
(3.3.30)
da {. . .} = 4
5
x4 + 16
15
x5 + O(x6).
Einsetzen der Entwicklungen in (3.3.25) liefert den Koeffizienten
Φ
t[1]
2 =
3
2a2
Z˜
[0]
SS(2). (3.3.31)
Daher ist wegen (3.3.21)
Ŵ
[1]
t = Φ
t[1]
1 + Φ
t[1]
2
=
3
2a2
Z˜
[0]
SS(2)−
1
2
a ∆µ.
(3.3.32)
Speziell fu¨r harte Kugeln mit Haft–Gleit–Randbedingungen ist
Ŵ
[1]
t =
[
15
4
1− ξ
1 + 2ξ
− 1
2
∆µ
]
a. (3.3.33)
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Speziell fu¨r poro¨se Kugeln mit inverser Permeabilita¨t λ ist
Ŵ
[1]
t =
{
15
4
g2(x˜0)
g0(x˜0)
[
1 +
10
x˜20
g2(x˜0)
g0(x˜0)
]−1
− 1
2
∆µ
}
a. (3.3.34)
Damit haben wir unser Versprechen bezu¨glich Ŷt(ω) in (3.3.1) erfu¨llt und wegen (3.3.4)
ist der Wechselwirkungsanteil des Langzeitkoeffizienten in O(φ) gegeben durch
Ŷ
[1]
t =
1
6piηa
Ŵ
[1]
t =
1
6piηa
[ 3
2a2
Z˜
[0]
SS(2)−
1
2
a ∆µ
]
. (3.3.35)
Wir merken an, daß sich der Langzeitkoeffizient durch konvektive Widerstandsmatrix-
elemente bei Frequenz ω = 0 ausdru¨cken la¨ßt.
Fu¨r eine harte Kugel mit Haft–Randbedingungen haben wir damit den von Milner &
Liu in ([67];23) angegebenen Ausdruck
φ Ŷ
[1]
t =
φ
6piη
[15
4
− 1
2
∆µ
]
(3.3.36)
wiedergefunden.
In Anhang D zeigen wir im Detail wie der Zwei–Schleifen–Beitrag zum translativen
Langzeitkoeffizienten berechnet wird.
Die Abha¨ngigkeit des translativen Langzeitkoeffizienten von der Paarkorrela-
tionsfunktion g(R)
Wir untersuchen den Einfluß der Paarkorrelationsfunktion g(R) auf den translativen Lang-
zeitkoeffizienten.
Bisher haben wir uns darauf beschra¨nkt, translative Langzeitkoeffizienten fu¨r harte Ku-
geln aus (3.2.11) zu berechnen, deren Wechselwirkungen durch vHS(R) aus (3.2.9) gegeben
sind.
Wir betrachten nun allgemeinere Potentialwechselwirkungen v(R) zwischen den Teil-
chen, welche sich additiv aus einem harte Kugel Kern vHS(R) und langreichweitigen Wech-
selwirkungen, beschrieben durch vRest(R), zusammensetzen
v(R) = vHS(R) + vRest(R). (3.3.37)
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Fu¨r große Absta¨nde R sollen die Wechselwirkungen beschra¨nkt sein gema¨ß
|β vRest(R)| ≤ CRest
R2
, (3.3.38)
mit einer Konstanten CRest ≥ 0.
Eine Paarkorrelationsfunktion g(R) mit einem Harte–Kugel–Kern kann man in der
Form
g(R) = θ(R− 2a) + θ(R− 2a) (g(R)− 1) (3.3.39)
zerlegen. Diese Zerlegung gilt auch fu¨r harte Kugeln bei ho¨heren Konzentrationen.
Die Hilfsfunktion Ŵt(ω) aus (3.2.8) zerlegen wir in der Form
Ŵt(ω) = Ŵ
0
t (ω) + Ŵ
Rest
t (ω), (3.3.40)
mit
Ŵ0t (ω) =
3
2a2
∫ ∞
2a
[Ŵtt11(0, 0) + 2 Ŵ
tt
11(1, 1)] R
2 dR,
ŴRestt (ω) =
3
2a2
∫ ∞
2a
(g(R)− 1) [Ŵtt11(0, 0) + 2 Ŵtt11(1, 1)] R2 dR.
(3.3.41)
Den Koeffizienten Ŵ
0[1]
t haben wir oben bestimmt.
Aus (3.3.38) und der Diskussion in Abschnitt 3.3.1 — insbesondere der Integrierbar-
keitsbedingung (3.3.20) — folgt, daß wir zu Berechnung von Ŵ
Rest[1]
t die Ableitung unter
das Integral ziehen ko¨nnen.
Da der Integrand keinen Beitrag O(α) hat, folgt
Ŵ
Rest[1]
t = 0 (3.3.42)
und damit
Ŵ
[1]
t = Ŵ
0[1]
t . (3.3.43)
Fu¨r die hier betrachteten Wechselwirkungen ha¨ngt der translative Langzeitkoeffizient
demnach nur von der Verteilungsfunktion g0(R) ab.
3.3.3 Der Langzeitkoeffizient der Rotation
Wir gehen nun daran den Entwicklungskoeffizienten Ŵ
[3]
r unter Verwendung der Ergeb-
nisse aus Abschnitt 3.3.1 na¨herungsweise zu berechnen. Im Unterschied zum translativen
Langzeitkoeffizienten, gibt es hier unendlich viele Beitra¨ge.
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Analog zum Vorgehen bei der Berechnung des Langzeitkoeffizienten der Translation im
vorigen Abschnitt, definieren wir Funktionen Φrl(α) durch
Φrl(α) =
∞∫
2a
ârr2l(R;α) + 2 b̂
rr
2l(R;α)
R2(l−1)
dR. (3.3.44)
Damit ist wegen (3.2.11) und (2.5.10)
Ŵr(ω) =
∞∑
l=1
Φrl(α). (3.3.45)
Die beno¨tigten Ausdru¨cke der Funktionen ârr2l(R;α) und b̂
rr
2l(R;α) sind in (2.5.16) und
(2.5.17) angegeben.
Aus der Form dieser Koeffizienten ist ersichtlich, daß
Ŵ[1]r = 0 (3.3.46)
ist, und daß die Koeffizienten âtt2l(R;α), nicht zu Ŵ
[3]
r beitragen.
Wir berechnen im folgenden die Koeffizienten Φ
r[3]
l fu¨r l ≤ 6.
Fu¨r l = 1, 2, 3 findet man durch Auswertung der Integrale (3.3.44)
Φ
r[3]
1 = 0,
Φ
r[3]
2 =
[
− ̂˜ZSS(1) I(1)2 (α, a)][3] = 12 a3 ∆µ,
Φ
r[3]
3 =
[
− 3 Z˜SS(2) I(1)3 (α, a)
][3]
= −5
6
Z˜
[0]
SS(2) +
1
60 a3
[Z˜
[0]
SS(2)]
2.
(3.3.47)
Die Integrale I
(1)
l (α, a) und ihre Entwicklungen nach α sind in Anhang C.10 bereitgestellt.
Fu¨r l ≥ 4 sind die Koeffizienten in Φr[3]l nur durch die Koeffizienten b̂rr[3]2l (R) bestimmt
und es gilt
Φ
r[3]
l = 2
∞∫
2a
b̂
rr[3]
2l (R)
R2(l−1)
dR. (3.3.48)
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Fu¨r l = 4, 5, 6 sind die Ausdru¨cke von b̂
rr[3]
2l (R) in (2.5.18) angegeben und wir finden
Φ
r[3]
4 = 0,
Φ
r[3]
5 = −
1
480 a6
[Z˜
[0]
SS(2)]
3,
Φ
r[3]
6 =
1
3840 a9
[Z˜
[0]
SS(2)]
4 +
1
1024 a8
[Z˜
[0]
SS(2)]
2
{
+
32
35
Z˜
[0]
SP (2) +
8
15
Z˜
[0]
TT (2)−
16
15
Z˜
[0]
SS(3)
}
.
(3.3.49)
Fu¨r Ŵ
[3]
r erhalten wir damit wegen (3.3.22) die Na¨herung
Ŵ[3]r ≈
1
2
a3 ∆µ − 5
6
Z˜
[0]
SS(2) +
1
60 a3
[Z˜
[0]
SS(2)]
2 − 1
480 a6
[Z˜
[0]
SS(2)]
3 +
1
3840 a9
[Z˜
[0]
SS(2)]
4
− 1
1024 a8
[Z˜
[0]
SS(2)]
2
{16
15
Z˜
[0]
SS(3)−
32
35
Z˜
[0]
SP (2)−
8
15
Z˜
[0]
TT (2)
}
. (3.3.50)
Damit haben wir auch den zweiten Teil unseres Versprechens bezu¨glich Ŷr(ω) in (3.3.1)
erfu¨llt und wegen (3.3.5) ist der Wechselwirkungsanteil des Langzeitkoeffizienten in O(φ)
gegeben durch
Ŷ[1]r = 0,
Ŷ[3]r =
1
8piηa3
Ŵ[3]r .
(3.3.51)
Fu¨r eine harte Kugel mit gemischten Haft–Gleit–Randbedingungen finden wir
Ŵ
[3]
r
a3
≈ 1
2
∆µ − 25
12
1− ξ
1 + 2 ξ
+
5
48
[ 1− ξ
1 + 2 ξ
]2
− 25
768
[ 1− ξ
1 + 2 ξ
]3
+
125
12288
[ 1− ξ
1 + 2 ξ
]4
− 25
512
ξ2 (1− ξ)2 (5 + 6ξ)
(1 + ξ) (1 + 4ξ) (1 + 2ξ)3
. (3.3.52)
Summation u¨ber Beitra¨ge zu l ≤ 10 liefert fu¨r eine harte Kugel mit ξ = 0
Ŷ[3]r ≈
1
8piη
[
− 1.991 + 1
2
∆µ
]
. (3.3.53)
Als Besonderheit merken wir an, das der Ausdruck in der geschweiften Klammer (3.3.50)
fu¨r eine harte Kugel mit ξ = 0 verschwindet.
In der folgenden Tabelle geben wir fu¨r eine harte Kugel die einzelnen Beitra¨ge Φ
r[3]
l zu
Ŵ
[3]
r fu¨r l ≤ 10
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Φ
r[3]
l /a
3 Φ
r,PY [3]
l /a
3
l aus (3.3.44) aus (3.3.59)
1 0 0
2 0.5 ∆µ 0.5 ∆µ
3 -1.9791667 -1.9490234
4 0 0
5 -0.0325521 -0.0471169
6 0.0101725 0.0156096
7 0.0107089 0.0167567
8 0.0019187 0.0030636
9 -0.0021944 -0.0035420
10 -0.0009695 -0.0015774
an.
In Anhang D zeigen wir im Detail wie der Zwei–Schleifen–Beitrag zum rotativen Lang-
zeitkoeffizienten berechnet wird.
Die Abha¨ngigkeit des rotativen Langzeitkoeffizienten von der Paarkorrelations-
funktion g(R)
Wir untersuchen den Einfluß der Paarkorrelationsfunktion g(R) auf den rotativen Lang-
zeitkoeffizienten.
In Analogie zur Behandlung des translativen Langzeitkoeffizienten analysieren wir die
Folgen von Abweichungen der Verteilungsfunktion g(R) von der Stufenfunktion g0(R) =
θ(R− 2a) fu¨r die Zusammensetzung des rotativen Langzeitkoeffizienten.
Wir zerlegen die Hilfsfunktion Ŵr(ω) aus (3.2.8) in der Form
Ŵr(ω) = Ŵ
0
r (ω) + Ŵ
Rest
r (ω), (3.3.54)
mit
Ŵ0r (ω) =
∫ ∞
2a
[Ŵrr11(0, 0) + 2 Ŵ
rr
11(1, 1)] R
2 dR,
ŴRestr (ω) =
∫ ∞
2a
(g(R)− 1) [Ŵrr11(0, 0) + 2 Ŵrr11(1, 1)] R2 dR.
(3.3.55)
Den Koeffizienten Ŵ
0[3]
r haben wir oben bestimmt.
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Aus (3.3.38) und der Diskussion in Abschnitt 3.3.1 — insbesondere der Integrierbar-
keitsbedingung (3.3.20) — folgt, daß wir zu Berechnung von Ŵ
Rest[3]
r die Ableitung unter
das Integral ziehen ko¨nnen.
Da der Anteil Ŵrr11(0, 0) keinen Beitrag O(α
3) hat, folgt
ŴRest[3]r = 2
∫ ∞
2a
(g(R)− 1) Ŵrr[3]11 (1, 1) R2 dR. (3.3.56)
Unter Verwendung von (3.3.45), (3.3.47) und (3.3.48) erhalten wir fu¨r Ŵ
[3]
r die Darstel-
lung
Ŵ[3]r =
1
2
a3 ∆µ − 5
6
Z˜
[0]
SS(2) + 2
∞∫
2a
g(R)
∞∑
l=3
b̂
rr[3]
2l (R)
R2(l−1)
dR. (3.3.57)
Im allgemeinen ha¨ngt der rotative Langzeitkoeffizient demnach von der Verteilungs-
funktion g(R) ab.
1 1.5 2 2.5 3 3.5
R

2 a
0
0.25
0.5
0.75
1
1.25
1.5
1.75
Abbildung 3.1: Die Verteilungsfunktion g0(R) = θ(R − 2a) fu¨r harte Kugeln und gPY (R)
in der Percus–Yevick Approximation fu¨r φ = 0.2.
Wir berechnen den rotativen Langzeitkoeffizienten speziell fu¨r eine Verteilungsfunktion
gPY (R) fu¨r harte Kugeln in der Percus–Yevick–Approximation
1 [12] fu¨r den Volumenanteil
φ = 0.2.
1Das verwendete Programm zur Berechnung der Korrelationsfunktion wurde mir dankenswerter Weise
von Prof. B.U. Felderhof zur Verfu¨gung gestellt.
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In Analogie zu (3.3.45) und (3.3.44) definieren wir
ŴPYr (ω) =
∞∑
l=1
Φr,PYl (α) (3.3.58)
mit
Φr,PYl (α) =
∞∫
2a
gPY (R)
ârr2l(R;α) + 2 b̂
rr
2l(R;α)
R2(l−1)
dR. (3.3.59)
In der Tabelle auf Seite 135 geben wir fu¨r eine harte Kugel mit ξ = 0 die einzelnen
Beitra¨ge Φ
r[3],PY
l zu Ŵ
[3],PY
r fu¨r l ≤ 10 an. Summation u¨ber Beitra¨ge zu l ≤ 10 liefert
Ŵ[3],PYr ≈ (−1.965 +
1
2
∆µ) a3 (3.3.60)
und daher wegen (3.3.51)
Ŷ[3],PYr ≈
1
8piη
[
− 1.965 + 1
2
∆µ
]
. (3.3.61)
3.4 Die Bewegung eines Brownschen Teilchens in ei-
ner Suspension
In Abschnitt 1.12 haben wir die Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion eines einzelnen
Brownschen Teilchens in einer unendlichen Flu¨ssigkeit betrachtet.
Wir betrachten nun die Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion eines Brownschen
Teilchens in einer Suspension unter Beru¨cksichtigung der hydrodynamischen Wechselwir-
kungen.
3.4.1 Die translative Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion
Der translative Langzeitschwanz wird durch den ersten ungeraden, nichtverschwindenden
Koeffizienten in der Entwicklung (1.10.22) der translativen Admittanz nach α bestimmt.
Ausgedru¨ckt durch die Frequenz ω gilt
Y∗t (ω) = Y
∗
t (0)−B∗t
√−iω + O(ω), (3.4.1)
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mit
B∗t = Bt
[
1− Ŵ
[1]
t
a
φ
]
. (3.4.2)
Darin werden die Koeffizienten Bt durch (1.11.6) und Ŵ
[1]
t durch (3.3.32) gegeben.
Die effektive translative Admittanz ist u¨ber ein Fluktuations–Dissipations–Theorem
mit der Fourier–Transformierten der Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion Cˆ∗t (ω) ver-
bunden
Cˆ∗t (ω) = kBT Y
∗
t (ω). (3.4.3)
Die inverse Fouriertransformation liefert die translative Geschwindigkeitsautokorrelati-
onsfunktion fu¨r große Zeiten
C∗t (t) ≈
kBT B
∗
t
2
√
pit3/2
=
kBT
12ρ(piνt)3/2
[
1− Ŵ
[1]
t
a
φ
]
fu¨r t→∞.
(3.4.4)
Wir merken an, daß der translative Langzeitkoeffizient B∗t von hydrodynamisch wechsel-
wirkenden Teilchen im allgemeinen auch vom Material und der Gro¨ße der Kugeln abha¨ngt.
Der Anfangswert der Korrelationsfunktion wird durch
C∗t (0+) =
kBT
m˜(φ)
(3.4.5)
mit einer von der Dichte φ abha¨ngigen Masse m˜(φ) gegeben.
3.4.2 Die rotative Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion
Der rotative Langzeitschwanz wird durch den ersten ungeraden, nichtverschwindenden Ko-
effizienten in der Entwicklung (1.10.23) der rotativen Admittanz nach α bestimmt. Ausge-
dru¨ckt durch die Frequenz ω gilt
Y∗r (ω) = Y
∗
r (0) +
Y
∗[2]
r
ν
(−iω) +B∗r (−iω)3/2 + O(ω2), (3.4.6)
mit
B∗r = Br
[
1 +
3 Ŵ
[3]
r
a3
φ
]
. (3.4.7)
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Der Koeffizient Br wird durch (1.11.12) gegeben. Explizite Werte von Ŵ
[3]
r sind fu¨r har-
te Kugeln durch (3.3.50) und unter Verwendung der Verteilungsfunktion in der Percus–
Yevick–Approximation fu¨r φ = 0.2 durch (3.3.60) gegeben.
Die effektive rotative Admittanz ist u¨ber ein Fluktuations–Dissipations–Theorem mit
der Fourier–Transformierten der Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion Cˆ∗r (ω) verbun-
den
Cˆ∗r (ω) = kBT Y
∗
r (ω). (3.4.8)
Die inverse Fouriertransformation liefert die rotative Geschwindigkeitsautokorrelations-
funktion fu¨r große Zeiten
C∗r (t) ≈
3 kBT B
∗
r
4
√
pit5/2
=
kBT
pi3/2ρ(4νt)5/2
[
1 +
3 Ŵ
[3]
r
a3
φ
]
fu¨r t→∞.
(3.4.9)
Wir merken an, daß der rotative Langzeitkoeffizient B∗r fu¨r hydrodynamisch wechselwir-
kende Brownsche Teilchen, ebenso wie der translative, im allgemeinen auch vom Material
und der Gro¨ße der Kugeln abha¨ngt.
Der Anfangswert der Korrelationsfunktion wird durch
C∗r (0+) =
kBT
Ip
(3.4.10)
mit dem Drehmoment Ip =
2
5
mpa
2, gegeben.
3.5 Zusammenfassung
In diesem Kapitel haben wir die effektive Admittanz einer Suspension von Kugeln behan-
delt.
Die effektive Admittanz ist u¨ber eine Clusterentwicklung mit der Lo¨sung des hydrody-
namischen Streuproblems verbunden. Bis zur ersten Ordung in der Dichte der suspendier-
ten Kugeln ist die effektive Admittanz durch das Zwei–Teilchen–Streuproblem bestimmt.
Unter Verwendung der Reihendarstellung der Zwei–Teilchen–Admittanz aus dem zwei-
ten Kapitel haben wir die Langzeitkoeffizienten der translativen und rotativen effektiven
Admittanz fu¨r allgemeine Randbedingungen bestimmt.
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Die Langzeitkoeffizienten lassen sich durch Matrixelemente der konvektiven Wider-
standsmatrix bei Frequenz ω = 0 berechnen.
Der translative Langzeitkoeffizient wird bis zur ersten Ordnung in der Dichte exakt
durch den Zwei–Schleifen–Beitrag gegeben.
Im Unterschied zum translativen Langzeitkoeffizienten setzt sich der rotative Langzeit-
koeffizient bis zur ersten Ordnung in der Dichte aus unendlich vielen Beitra¨gen zusammen.
Die u¨ber den Zwei–Schleifen–Beitrag hinausgehenden Terme liefern jedoch nur eine kleine
Korrektur.
Wir haben damit demonstriert, wie fu¨r die Dynamik von Suspensionen interessante
Gro¨ßen allgemein berechnet und analysiert werden ko¨nnen.
Nachdem die bisherigen Ausfu¨hrungen eher technischen Charakter hatten, streben wir
im na¨chsten Kapitel ein vertieftes physikalisches Versta¨ndnis der Zusammensetzung der
Langzeitkoeffizienten an.
Kapitel 4
Das effektive Medium
Durch die statistische Auswertung der Lo¨sung des hydrodynamischen Mehr–Teilchen–
Streuproblems haben wir im letzten Kapitel — mit einigem Aufwand — allgemeine Aus-
dru¨cke fu¨r die effektiven translativen und rotativen Langzeitkoeffizienten einer Suspension
identischer Kugeln hergeleitet.
Um ein besseres Versta¨ndnis fu¨r den physikalischen Mechanismus beim Zustandekom-
men der Langzeitkoeffizienten zu gewinnen, betrachten wir die Koeffizienten ausgehend
von der makroskopischen Beschreibung der Suspension als effektives Medium.
Den effektiven translativen Langzeitkoeffizienten bis O(α) finden wir durch diese makro-
skopischen Betrachtungen exakt wieder. Fu¨r den effektiven rotativen Langzeitkoeffizienten
bis O(α3) liefert die makroskopische Betrachtung nur eine Na¨herung.
Eine detaillierte Untersuchung zeigt, daß bei der rotativen Langzeitbewegung lokale
Effekte in der Suspension auch fu¨r spa¨te Phasen der Bewegung sichtbar sind, welche durch
rein makroskopische U¨berlegungen nicht erfaßt werden ko¨nnen.
4.1 Die Suspension als effektives Medium
Wenn wir die suspendierten Teilchen als große Flu¨ssigkeitsmoleku¨le betrachten, liegt es
nahe, die Suspension auf einer, im Vergleich zum Durchmesser einer suspendierten Kugel
großen La¨ngenskala als effektive Flu¨ssigkeit [87] zu beschreiben. Die Suspension wird dann
wieder durch Navier–Stokes–Gleichungen [35,39] beschrieben, wobei die Viskosita¨t und die
Dichte des Tra¨germediums durch die effektive Viskosita¨t ηeff(ω) und die effektive Dichte
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ρeff(ω) der Suspension ersetzt werden.
Wir geben nun die Bewegungsgleichungen des effektiven Mediums an und wenden uns
daran anschließend der Frage zu, inwieweit die Beschreibung der Suspension als effektive
Flu¨ssigkeit zum Versta¨ndnis des translativen und rotativen Langzeitschwanzes der Bewe-
gung einer ausgezeichneten Kugel in einer Suspension beitra¨gt.
(a) Eine ausgezeichnete Kugel in einer Suspension
identischer Kugeln.
(b) Die gleiche Kugel wie in Abb. (a) in einem
effektiven Medium.
Abbildung 4.1: Das effektive Medium.
4.1.1 Das effektive Medium
Auf der makroskopischen La¨ngenskala und auf einer Zeitskala, fu¨r welche die Diffusion
der suspendierten Teilchen vernachla¨ssigt werden kann, wird das gemittelte Flußfeld der
Suspension 〈vω〉 durch makroskopische Gleichungen [36,39] der Form
−iωρeff(ω) 〈vω〉 = ηeff(ω) ∇2〈vω〉 − ∇〈pω〉+ (1− φ) F0ω + 〈Fω〉,
∇ · 〈vω〉 = 0
(4.1.1)
beschrieben.
Die frequenzabha¨ngige Kraftdichte F0ω wirkt auf die Flu¨ssigkeit und die mittlere in-
duzierte Kraftdichte 〈Fω〉 kann u¨ber Materialgleichungen durch das mittlere Geschwindig-
keitsfeld 〈vω〉 und die angewandten a¨ußeren Kra¨fte und Drehmomente ausgedru¨ckt werden.
Die effektiven Gro¨ßen ha¨ngen von der Konzentration der suspendierten Teilchen und
deren hydrodynamischen und direkten Wechselwirkungen ab.
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Bis zur zweiten Ordnung im Volumenanteil [33, 42] wird die effektive Viskosita¨t ηeff(0)
bei Frequenz ω = 0 fu¨r harte Kugeln in Abwesenheit Brownscher Bewegung gegeben durch
ηeff(0) = η
[
1 +
Z˜
[0]
SS(2)
a3
φ+ kH
[
Z˜
[0]
SS(2)
a3
]2
φ2
]
. (4.1.2)
Der Huggins–Koeffizient kH muß aus der Lo¨sung des hydrodynamischen Zwei–Teilchen–
Problems gefunden werden.
Wir bemerken, daß die hydrodynamischen Wechselwirkungen der suspendierten Teil-
chen bis zur ersten Ordnung im Volumenanteil φ nicht zur effektiven Viskosita¨t beitragen.
Speziell fu¨r harte Kugeln mit Haft–Randbedingungen erha¨lt man in der ersten Ordnung
im Volumenanteil den Einstein–Ausdruck [77] fu¨r die effektive Viskosita¨t
ηeff(0) = η
[
1 +
5
2
φ
]
. (4.1.3)
Die effektive Dichte ρeff(0) ist bis zur ersten Ordnung im Volumenanteil O(φ) gegeben durch
ρeff(0) = ρ [1 + ∆µ φ]. (4.1.4)
Bis zur ersten Ordnung im Volumenanteil O(φ) reicht es den Volumenmittelwert der Mas-
sedichte zu betrachten. In ho¨herer Ordnung in φ sind die hydrodynamischen Wechselwir-
kungen sichtbar.
In der Theorie des effektiven Mediums wird das Langzeitverhalten nur durch die effek-
tiven Gro¨ßen bei Frequenz ω = 0 bestimmt.
4.2 Die Langzeitbewegung einer Kugel in einem ef-
fektiven Medium
Wir betrachten nun die Langzeitbewegung einer Kugel in einem effektiven Medium. Die
formale Analogie zwischen den makroskopischen Gleichungen (4.1.1) und den linearisierten
Navier–Stokes–Gleichungen (1.2.5) erlaubt es uns die effektive Admittanz durch eine ein-
fache Ersetzungsvorschrift aus dem jeweils entsprechenden, im ersten Kapitel behandelten
Ein–Teilchen–Problem zu gewinnen.
Die translative Bewegung
Die effektive translative Admittanz Yefft (ω) der Kugel im effektiven Medium definieren wir
fu¨r niedrige Frequenzen, indem wir in der translativen Ein–Teilchen–Admittanz Yt(ω) die
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Viskosita¨t und Dichte der Flu¨ssigkeit durch die effektiven Gro¨ßen der Suspension ersetzen
Yefft (ω) = Yt(ω)
∣∣∣∣η→ηeff(0)
ρ→ρeff(0)
. (4.2.1)
Fu¨r Yefft (ω) finden wir analog zu (1.11.5) bis zur ersten Ordnung im Volumenanteil O(φ)
die Entwicklung
Yefft (ω) = Y
eff
t (0)−Befft
√−iω + O(ω2), (4.2.2)
mit den Koeffizienten
Yefft (0) = Yt(0)
[
1− Z˜
[0]
SS(2)
a3
φ
]
,
Befft = Bt
[
1−
(
3
2a3
Z˜
[0]
SS(2)−
1
2
∆µ
)
φ
]
.
(4.2.3)
Der so erzeugte Langzeitkoeffizient Befft ist mit B
∗
t aus (3.4.2) identisch. Beide Aus-
dru¨cke beschreiben daher das gleiche Langzeitverhalten. Dieses beeindruckende Ergebnis
haben Milner & Liu fu¨r harte Kugeln mit Haft–Randbedingungen in [66] gefunden, indem
sie die erste Virial–Korrektur zum Koeffizienten des Langzeitschwanzes der Geschwindig-
keitsautokorrelationsfunktion berechnet haben.
Den Koeffizienten Yefft (0) vergleichen wir mit Y
∗
t (0) aus (3.2.5) mit (3.3.9). Wir finden
den Term Z˜
[0]
SS(2) mit richtigem Vorzeichen aber abweichendem Vorfaktor wieder. In der
asymptotischen Entwicklung der Zwei–Teilchen–Admittanz nach Potenzen von 1/R be-
schreibt der zugeho¨rige Beitrag die hydrodynamischen Wechselwirkungen von zwei Kugeln
fu¨r große Absta¨nde O(1/R4).
Speziell fu¨r harte Kugeln mit Haft–Randbedingungen erhalten wir hier anstatt
Yt(0) (1− 1.83 φ) den stark abweichenden Wert Yt(0) (1− 2.5 φ).
Die rotative Bewegung
Die effektive rotative Admittanz Yeffr (ω) der Kugel im effektiven Medium definieren wir
fu¨r niedrige Frequenzen, indem wir in der rotativen Ein–Teilchen–Admittanz Yr(ω) die
Viskosita¨t und Dichte der Flu¨ssigkeit durch die effektiven Gro¨ßen der Suspension ersetzen
Yeffr (ω) = Yr(ω)
∣∣∣∣η→ηeff(0)
ρ→ρeff(0)
. (4.2.4)
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Fu¨r Yeffr (ω) finden wir analog zu (1.11.11) bis zur ersten Ordnung im Volumenanteil
O(φ) die Entwicklung
Yeffr (ω) = Y
eff
r (0) +
Y
eff[2]
r
νeff(0)
(−iω) +Beffr (−iω)3/2 + O(ω2) (4.2.5)
mit den Koeffizienten
Yeffr (0) = Yr(0)
[
1− Z˜
[0]
SS(2)
a3
φ
]
,
Beffr = Br
[
1 +
(
− 5
2a3
Z˜
[0]
SS(2) +
3
2
∆µ
)
φ
]
.
(4.2.6)
Das Bild des effektiven Mediums erweist sich hier als nur bedingt brauchbar, da die Koef-
fizienten Y∗r (0) aus (3.2.5) mit (3.3.9) und B
∗
r aus (3.4.7) beide stark durch die hydrodyna-
mischen Wechselwirkungen gepra¨gt sind.
Der Koeffizient Yeffr (0) gibt, a¨hnlich wie bei der translativen Admittanz, nur den Term
Z˜
[0]
SS(2) der hydrodynamischen Wechselwirkungen mit richtigem Vorzeichen aber abwei-
chendem Vorfaktor wieder.
Der Koeffizient Beffr liefert bei der Rotation nur das Anfangsstu¨ck von B
∗
r . Der Beitrag
proportional ∆µ wird aber exakt wiedergefunden. Numerisch sind die Korrekturen klein.
Das effektive Medium kann zumindest fu¨r verdu¨nnte Lo¨sungen die hydrodynamischen
Wechselwirkungen und insbesondere die Kopplung von Rotation und Translation nur na¨he-
rungsweise beschreiben.
4.3 Diskussion
Zuna¨chst durfte man nach der Konstruktion des effektiven Mediums nur erwarten, daß
dieses einfache Bild Na¨herungswerte Befft , B
eff
r fu¨r die Langzeitkoeffizienten B
∗
t und B
∗
r der
effektiven Admittanz einer Suspension liefert.
Die von Milner & Liu [67] behauptete U¨bereinstimmung der translativen Langzeitko-
effizienten Befft und B
∗
t wurde jedoch von Cichocki & Felderhof [43] zuna¨chst angezweifelt.
Cichocki & Felderhof begru¨ndeten ihre Kritik damit, daß die Clusterausdru¨cke in (3.2.2)
fu¨r beliebige Clustergro¨ßen N ≥ 2 keinen Beitrag O(α) liefern; vgl. auch Abschnitt 2.4.3.
Nachdem die Ergebnisse von Milner & Liu durch die vollsta¨ndige Analyse des Paar–
Cluster–Integrals von Hermanns & Felderhof besta¨tigt wurden [60], zogen Cichocki & Fel-
derhof [44] ihre Kritik zuru¨ck.
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Hagen, Frenkel & Lowe sprechen in [68] die Vermutung aus, daß die rotativen Lang-
zeitkoeffizienten Beffr und B
∗
r ebenfalls u¨bereinstimmen sollten.
In [44] analysieren Cichocki & Felderhof das Zustandekommen der translativen und ro-
tativen Langzeitkoeffizienten in einer Suspension durch eine Untersuchung der Greenschen
Funktion der linearen Hydrodynamik und des durch die Bewegung einer einzelnen Kugel
erzeugten Flußfeldes. Sie kommen zu dem Schluß, daß fu¨r die Bewegung einer Kugel in
einer Suspension einerseits und fu¨r jedes einzelne Teilchen der Suspension andererseits, der
gleiche physikalische Mechanismus wirksam sei und erkla¨ren damit die U¨bereinstimmung
der translativen Langzeitkoeffizienten Befft und B
∗
t .
Hagen, Frenkel & Lowe pra¨sentieren in [68] Ergebnisse aus der Computersimulation ei-
ner Suspension von harten Kugeln. Sie untersuchen das zeitliche Abklingen der Autokorre-
lationsfunktion CR(t) der Winkelgeschwindigkeit eines ausgezeichneten Teilchens. Die von
ihnen betrachtete Suspension ist durch die dimensionslosen Gro¨ßen ν = 1/6, ρ = ρp = 24
und a = 4.5 charakterisiert. Die Zeit t ist in den dort verwendeten Gittereinheiten dimen-
sionslos.
Sie betrachten insbesondere den durch
CR(t)
CR(0+)
≈ A t−5/2 (4.3.1)
definierten dimensionslosen Langzeitkoeffizienten A. Der Koeffizient A ha¨ngt von den Ei-
genschaften der suspendierten Kugeln, den Eigenschaften der Flu¨ssigkeit und der Dichte
der supendierten Kugeln ab.
Die von Hagen, Frenkel & Lowe durchgefu¨hrte Analyse ihrer Daten liefert fu¨r den
Volumenanteil φ = 0.2 den Wert A = 482. Cichocki & Felderhof haben in [69] die Daten
erneut analysiert und fanden einen stark abweichenden Wert A = 583.
Wir berechnen im folgenden theoretische Werte fu¨r den Langzeitkoeffizienten A un-
ter Verwendung der Lo¨sung des hydrodynamischen Streuproblems, der Berechnung des
rotativen Zwei–Schleifen–Beitrages und des effektiven Medium Bildes.
Wir definieren zuna¨chst fu¨r φ = 0 und fu¨r große Zeiten den umnormierten, dimen-
sionslosen Langzeitanteil A0(t) der Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion Cr(t) eines
einzelnen Teilchens in einer unendlichen Flu¨ssigkeit aus (1.12.8),
Cr(t)
Cr(0+)
≈ A0(t) = A0 t−5/2. (4.3.2)
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Der Koeffizient A0 wird darin gegeben durch
A0 =
3Ip
4
√
pi
Br
=
Ip
32pi3/2
ρ3/2
η5/2
.
(4.3.3)
Einsetzen der Werte fu¨r das von Hagen, Frenkel & Lowe betrachtete System liefert
A0 = 1530.08. (4.3.4)
Um die A¨nderung des Langzeitkoeffizienten bis zur ersten Ordnung im Volumenan-
teil O(φ) fu¨r die verschiedenen Modelle zu beschreiben, definieren wir analog zu (4.3.2)
Funktionen
A×1 (t) = A
×
1 t
−5/2, (4.3.5)
wobei die Koeffizienten A×1 aus A0 durch Ersetzen von Br mit den entsprechenden Aus-
dru¨cken fu¨r B∗r aus (3.4.7), B
(2)
r aus (D.67) und Beffr aus (4.2.6) definiert sind.
Wir erhalten so die Koeffizienten
A∗1 = A0
B∗r
Br
= A0
[
1 +
3Ŵ
[3]
r
a3
φ
]
,
A
(2)
1 = A0
B
(2)
r
Br
= A0
[
1 +
(
− 5
2a3
Z˜
[0]
SS(2) +
1
20a6
[Z˜
[0]
SS(2)]
2 +
3
2
∆µ
)
φ
]
,
Aeff1 = A0
Beffr
Br
= A0
[
1 +
(
− 5
2a3
Z˜
[0]
SS(2) +
3
2
∆µ
)
φ
]
.
(4.3.6)
unter Verwendung der Verteilungsfunktion in der Percus–Yevick–Approximation fu¨r φ =
0.2 durch (3.3.60) gegeben.
Speziell fu¨r ∆µ = 0 und harte Kugeln mit ξ = 0, im verdu¨nnten Fall mit der radialen
Verteilungsfunktion g0(R) = θ(R− 2a), findet man
A∗1 = A0 [1− 5.97 φ],
A
(2)
1 = A0 [1− 5.94 φ],
Aeff1 = A0 [1− 6.25 φ].
(4.3.7)
Unter Verwendung der Verteilungsfunktion in der Percus–Yevick–Approximation fu¨r φ =
0.2 aus (3.3.60) erha¨lt man aus der ersten Gleichung in (4.3.6) mit (3.3.60) und dem Wert
zu l = 3 aus der Tabelle auf Seite 135 die Koeffizienten
A∗,PY1 = A0 [1− 5.89 φ],
A
(2),PY
1 = A0 [1− 5.85 φ].
(4.3.8)
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Die Ausdru¨cke in erster Ordnung der Dichte O(φ) sind nur fu¨r stark verdu¨nnte Suspen-
sionen mit kleinen Werten von φ < 0.15 brauchbar. Fu¨r φ = 0.2 findet man bereits negative
Werte. Ein negativer Wert des Langzeitkoeffizienten ha¨tte zur Folge, daß die Kugel sich in
spa¨ten Phasen der Bewegung nach einer Sto¨rung, in eine zur anfa¨nglichen Bewegung ent-
gegengesetzten Richtung drehen wu¨rde. Ein solches Verhalten scheint fu¨r die betrachtete
Dichte eher unwahrscheinlich zu sein.
Wir ko¨nnen Na¨herungen fu¨r den Langzeitkoeffizienten A fu¨r gro¨ßere Volumenanteile
φ gewinnen, indem wir ansetzen, daß die Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion der
Bewegung der Kugel in der Suspension fu¨r große Zeiten die gleiche Struktur hat wie die
Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion Cr(t) der Bewegung einer Kugel in einer Flu¨ssig-
keit. Dabei ersetzen wir die Viskosita¨t η und die Dichte ρ der Flu¨ssigkeit durch eine schein-
bare Viskosita¨t η× = η[1 + ∆h× φ] und eine scheinbare Dichte ρ× = ρ[1 + ∆µ× φ].
Wir definieren Funktionen A×(t)
A×(t) = A× t−5/2. (4.3.9)
mit den Koeffizienten
A× = A0
∣∣∣∣η→η×
ρ→ρ×
= A0
[1 + ∆µ× φ]3/2
[1 + ∆h× φ]5/2
= A0
[
1 +
(
− 5
2
∆h× +
3
2
∆µ×
)
φ+ O(φ2)
]
.
(4.3.10)
Wir verlangen, daß in der Dichteentwicklung der Koeffizient −5
2
∆h×+ 3
2
∆µ× von φ jeweils
den entsprechenden Koeffizienten aus (4.3.6) reproduziert.
Die Koeffizienten ∆h× und ∆µ× sind durch diese Forderung nicht eindeutig festgelegt.
Wir machen die zusa¨tzliche Annahme, daß auch in der scheinbaren Dichte ρ× in erster Ord-
nung in φ die hydrodynamischen Wechselwirkungen nicht sichtbar sind und die scheinbare
Dichte durch die effektive Dichte ρeff(0) ersetzt werden kann
ρ× = ρeff(0). (4.3.11)
Daraus folgt
∆µ× = ∆µ. (4.3.12)
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Ein Koeffizientenvergleich mit (4.3.6) liefert unter der Voraussetzung (4.3.12) fu¨r ∆h×
∆h∗ = −2
5
[3Ŵ[3]r
a3
− 3
2
∆µ
]
, ∆h∗ = 2.388,
∆h(2) =
Z˜
[0]
SS(2)
a3
− [Z˜
[0]
SS(2)]
2
50a6
, ∆h(2) = 2.375,
∆heff =
Z˜
[0]
SS(2)
a3
, ∆heff = 2.5.
(4.3.13)
Unter Verwendung der Verteilungsfunktion in der Percus–Yevick–Approximation folgen
aus der ersten Gleichung in (4.3.13) und (4.3.8) fu¨r ∆h× die Werte
∆h∗,PY = 2.358,
∆h(2),PY = 2.339.
(4.3.14)
Die oben angegebenen expliziten Zahlenwerte fu¨r ∆h× gelten fu¨r eine harte Kugel mit
ξ = 0.
Einsetzen von (4.3.13) in (4.3.10) liefert mit (4.3.4) die Werte
A∗ = 0.3768 A0 = 577,
A(2) = 0.3785 A0 = 579,
Aeff = 0.3629 A0 = 555.
(4.3.15)
Einsetzen von (4.3.14) in (4.3.10) liefert
A∗,PY = 0.3807 A0 = 582,
A(2),PY = 0.3831 A0 = 586.
(4.3.16)
In der folgenden Tabelle geben wir den in [68] angegebenen Wert von A zusammen mit
dem von Cichocki & Felderhof in [69] durch eine Reanalyse der Meßdaten und den in dieser
Arbeit gefundenen Ausdru¨cken an.
Quelle A
Hagen, Frenkel & Lowe [68] 482± 10
Cichocki & Felderhof [69] 583
effektives Medium 555
hydrodynamisches Streuproblem
577 (0)
582 (PY)
Zwei–Schleifen–Beitrag
579 (0)
586 (PY)
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Der durch die Lo¨sung des hydrodynamischen Streuproblems unter Verwendung der
Percus–Yevick–Approximation fu¨r die Verteilungsfunktion gewonnene Wert A = 582 ist in
erstaunlich guter U¨bereinstimmung mit dem von Cichocki & Felderhof in [69] gefundenen
Wert A = 583.
Wie schon erwa¨hnt, sprachen Hagen, Frenkel & Lowe dieVermutung aus, daß die rota-
tiven Langzeitkoeffizienten Beffr und B
∗
r u¨bereinstimmen sollten. Sie werten den von ihnen
gefundenen Wert A = 482 fu¨r den Langzeitkoeffizienten in guter U¨bereinstimmung mit
dieser Vermutung zu sein.
Cichocki & Felderhof unterstu¨tzen diese Vermutung in [44], da die Analyse fu¨r den
translativen und rotativen Langzeitkoeffizienten analog durchgefu¨hrt werden kann.
Die in dieser Arbeit vorgelegte Analyse des Paar–Cluster–Integrals zeigt jedoch, daß
Beffr und B
∗
r im allgemeinen nicht u¨bereinstimmen.
Wir erga¨nzen die Analyse von Cichocki & Felderhof in [44] durch die Betrachtungen in
Anhang E und Anhang F.
Das makroskopische Bild ist im Falle der Translation wie folgt zu skizzieren. Man
betrachtet wieder die Bewegung einer ausgezeichneten Kugel mit der Nummer 1 in einer
Suspension. Wirkt man kurzzeitig mit einer KraftEω = P auf Kugel 1 ein, so entwickelt sich
durch die vielfache Streuung an den suspendierten Kugeln im Laufe der Zeit ein Streufluß
vefft (r, t), der auf einer makroskopischen Skala durch die Greensche Funktion des effektiven
Mediums bestimmt ist
vefft (r, t) =
1
12ρeff(0) (piνeff(0) t)3/2
P. (4.3.17)
Im Langzeitbereich bewegen sich dann alle Kugeln na¨herungsweise konvektiv in diesem
Fluß mit einer Geschwindigkeit(
Uefft (t)
Ωefft (t)
)
=
1
12ρeff(0) (piνeff(0) t)3/2
(
P
0
)
; (4.3.18)
vgl. (E.5) und (E.14).
Die Behandlung des Streuproblems, sowie die Betrachtungen in Anhang E.1 und An-
hang F.1 zeigen, daß der lokale Streufluß in der Umgebung von Kugel 1, welcher auf einer
La¨ngenskala kleiner als der mittlere Kugelabstand variiert, nicht zum Langzeitverhalten
beitra¨gt. Daher kann man den translativen Langzeitkoeffizienten sogar exakt durch die
plausiblen Betrachtungen des effektiven Mediums gewinnen.
Wir wenden uns nun der rotativen Bewegung zu.
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Wirkt man kurzzeitig mit einem DrehmomentNω = L auf Kugel 1 ein, so entwickelt sich
durch die vielfache Streuung an den suspendierten Kugeln im Laufe der Zeit ein Streufluß
veffr (r, t), der auf einer makroskopischen Skala durch die Greensche Funktion des effektiven
Mediums bestimmt ist
veffr (r, t) =
1
pi3/2ρeff(0) (4νeff(0) t)5/2
L× r. (4.3.19)
Im Langzeitbereich bewegt sich dann Kugel 1 na¨herungsweise konvektiv in diesem Fluß
mit einer Geschwindigkeit(
Ueffr (t)
Ωeffr (t)
)
=
1
pi3/2ρeff(0) (4νeff(0) t)5/2
(
0
L
)
; (4.3.20)
vgl. (E.5) und (E.24).
Die Analyse der rotativen Langzeitbewegung u¨ber die vollsta¨ndige Lo¨sung des Streu-
problems in Kapitel 3 zeigt jedoch, daß Kugel 1 auch in spa¨ten Phasen der Bewegung
schneller rotiert als die Geschwindigkeit der Flu¨ssigkeit in makroskopischen Entfernungen
es vermuten la¨ßt; vgl. (3.4.9).
In Anhang F.2 betrachten wir einen einfachen Streufluß der dieses Verhalten illustriert.
Wir betrachten dort den Streufluß an einer suspendierten Kugel nachdem kurzzeitig ein
Drehimpuls auf die Flu¨ssigkeit u¨bertragen wurde. Wir finden, daß die Flu¨ssigkeit in der
Na¨he des U¨bertragungspunktes auch im Langzeitbereich im Mittel schneller rotiert als in
Abwesenheit der Kugel. Daher ist die Rotationsgeschwindigkeit Ω∗r (t) einer Kugel in einer
Suspension gro¨ßer als der mit dem effektiven Medium Ansatz erzeugte Wert Ωeffr (t).
4.4 Zusammenfassung
Wir haben das effektive Medium Bild eingefu¨hrt und die Langzeitbewegung einer Kugel in
einem effektiven Medium betrachtet.
Ausgehend von der makroskopischen Betrachtung einer Suspension als effektives Me-
dium haben wir den translativen und rotativen Langzeitkoeffizienten der Bewegung einer
Kugel in einer Suspension physikalisch interpretiert.
Man findet, daß der translative Langzeitkoeffizient einer Suspension durch die makro-
skopischen U¨berlegungen exakt reproduziert wird.
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Fu¨r den rotativen Langzeitkoeffizienten liefert das effektive Medium Bild nur eine gute
Na¨herung. Wir haben gezeigt, daß eine Kugel in einer Suspension in spa¨ten Phasen der
Bewegung schneller rotiert, als die gleiche Kugel in einem effektiven Medium. Der u¨ber die
vollsta¨ndige Lo¨sung des hydrodynamischen Streuproblems berechnete rotative Langzeit-
koeffizient ist in guter U¨bereinstimmung mit dem von Cichocki & Felderhof [69] aus der
Analyse der Daten einer Computersimulation von Hagen, Frenkel & Lowe [68] gewonnenen
Wert.
Kapitel 5
Abschließende Bemerkungen
Wir haben in dieser Arbeit das hydrodynamische Streuproblem der Bewegung von Kugeln
in einer Flu¨ssigkeit auf Basis der linearisierten Navier–Stokes–Gleichungen untersucht. Ziel
war es, eine gru¨ndliche, allgemeine und weitgehend analytische Analyse des Problems zu
liefern. Dazu haben wir die no¨tigen theoretischen Werkzeuge bereitgestellt und schließlich
explizite Darstellungen fu¨r die translativen und rotativen Langzeitkoeffizienten der Bewe-
gung einer Kugel in einer Suspension berechnet.
Wir betrachten die durchgefu¨hrten Arbeiten noch einmal ru¨ckblickend und fassen einige
Aufgaben fu¨r zuku¨nftige Untersuchungen zusammen.
5.1 Durchgefu¨hrte Arbeiten
Im ersten Kapitel haben wir die Beschreibung der translativen und rotativen Bewegung
einer Kugel in einer Flu¨ssigkeit behandelt. Die Beherrschung der Ein–Teilchen–Bewegung
ist die wichtigste Voraussetzung fu¨r die Behandlung des Mehr–Teilchen–Problems, welches
wir im zweiten Kapitel betrachten. Nach der Herleitung der linearisierten Bewegungsglei-
chungen der Flu¨ssigkeit haben wir die Gleichungen fu¨r die Kugelbewegung in Operator-
form aufgestellt. Der Formalismus orientiert sich an einer bekannten Beschreibung der
Bewegung einer harten Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen in einer Flu¨ssigkeit, die
wir hier auf starre Kugeln, welche sich durch eine lineare Materialgleichung beschreiben
lassen, verallgemeinert haben. Die zuna¨chst u¨ber Operatoren formulierten Bewegungsglei-
chungen haben wir unter Verwendung des bekannten NMP–Systems in Matrixgleichungen
u¨bersetzt. Explizite Ausdru¨cke fu¨r die Widerstandsmatrixelemente haben wir fu¨r harte
Kugeln mit Haft–Gleit–Randbedingungen und homogen poro¨se Kugeln angegeben. Die in-
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teressanten dynamischen Gro¨ßen sind die Geschwindigkeit der Kugel, die totale auf die
Kugel wirkende Kraft, der einlaufende Fluß und der sich ausbildende Streufluß. Je nach-
dem, welche Gro¨ße vorgegeben wird, unterscheidet man verschiedene Problemstellungen.
Beim Widerstandsproblem betrachtet man die durch a¨ußere Kra¨fte angetriebene Stokes–
Bewegung der Kugel. Beim Beweglichkeitsproblem ist die Geschwindigkeit der Kugel vor-
gegeben. Beim Konvektionsproblem wird die Bewegung der Kugel durch den einlaufenden
Fluß bestimmt. Die Trennung zwischen Stokes–Bewegung und konvektiver Bewegung ist
bei der Behandlung des Mehr–Teilchen–Problems nu¨tzlich. Wir haben allgemeine Bezie-
hungen zwischen den Kra¨ften, Geschwindigkeiten und Volumen– und Oberfla¨chenmitteln
des einlaufenden Flusses im Bereich der Kugel hergeleitet. Fu¨r die in diesen Gleichungen
vorkommenden Widerstandsfunktionen, Admittanzfunktionen und Konvektionsfunktionen
haben wir Darstellungen durch Widerstandsmatrixelemente angegeben. Ein zentrales The-
ma dieser Arbeit ist die Untersuchung der Kugelbewegung fu¨r kleine Frequenzen. Da die
Verwendung des NMP–Systems bei kleinen Frequenzen, aufgrund von divergierenden oder
verschwindenden Basisfunktionen unter Umsta¨nden zu praktischen Problemen fu¨hren kann,
haben wir als weiteres Basissystem das STP–System eingefu¨hrt. Die Verwendung des STP–
Systems stellt sicher, daß sowohl die Basisvektoren, als auch die Entwicklungskoeffizienten
in jedem Fall konvergieren. Ausgehend von der STP–Darstellung haben wir dann allgemei-
ne Frequenzentwicklungen von Widerstandsmatrixelementen und Funktionen hergeleitet.
Abschließend haben wir die Bewegung eines Brownschen Teilchens in einer Flu¨ssigkeit be-
handelt. Die Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion des Brownschen Teilchens ist dabei
u¨ber das Fluktuations–Dissipations–Theorem mit der Admittanzfunktion verbunden.
Im zweiten Kapitel sind wir zur Beschreibung der Bewegung von endlich vielen Kugeln
vorangeschritten. Wir haben das Streuproblem als System von gekoppelten Ein–Teilchen–
Problemen formuliert und Operatorgleichungen aufgestellt. Um diese Operatorgleichungen
wieder in Matrixgleichungen u¨bersetzen zu ko¨nnen werden neben den Matrixdarstellun-
gen der Ein–Teilchen–Operatoren noch Verschiebungssa¨tze fu¨r das jeweilige Basissystem
beno¨tigt. Die verwendeten Verschiebungssa¨tze werden zur Matrixbeschreibung der Kopp-
lungsrelationen verwendet und verbinden die in einer bestimmten Kugel zentrierten re-
gula¨ren Basisfunktionen mit singula¨ren Basisfunktionen, welche in einer zweiten Kugel
zentriert sind. Damit konnten wir die NMP– und STP–Darstellungen fu¨r den Streuformalis-
mus angeben. Dann haben wir die Admittanzmatrix definiert und die Admittanzmatrixele-
mente durch Widerstandsmatrixelemente und Verschiebungsmatrixelemente ausgedru¨ckt.
Die Admittanzmatrix entha¨lt die Informationen u¨ber die hydrodynamischen Wechselwir-
kungen und ist eine Verallgemeinerung der Admittanzfunktion aus dem Ein–Teilchen–
Problem. U¨ber die allgemeine Frequenzentwicklung der Admittanzmatrix konnten wir ein
bekanntes Ergebnis fu¨r die kollektive Langzeitbewegung von endlich vielen Kugeln in einer
unendlichen Flu¨ssigkeit reproduzieren. Die Langzeitbewegung von endlich vielen Kugeln
wird demnach nur durch den Ein–Teilchen–Beitrag bestimmt und nicht durch die hydro-
dynamischen Wechselwirkungen beeinflußt. Danach haben wir uns dem Selbstanteil der
Zwei–Teilchen–Admittanzmatrix zugewendet und analytische Ausdru¨cke fu¨r dessen Ma-
trixelemente berechnet. Der Selbstanteil beschreibt die Bewegung eines ausgezeichneten
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Teilchens in einem Haufen von suspendierten Teilchen. Abschließend haben wir fu¨r eine
wichtige rotative Hilfsfunktion aus dem Ein–Teilchen–Problem, durch eine Analyse des
Selbstanteils der Admittanzmatrix fu¨r große Absta¨nde, eine neue allgemeine Darstellung
durch Widerstandsmatrixelemente hergeleitet.
Im dritten Kapitel haben wir die Langzeitbewegung eines ausgezeichneten Teilchens in
einer Suspension betrachtet. Wir haben zuna¨chst die effektive Admittanz als thermodyna-
mischen Grenzwert des Selbstanteils der Viel–Teilchen–Admittanz definiert. Die Cluster–
Entwicklung der effektiven Admittanz reduziert die Auswertung des thermodynamischen
Grenzwerts auf eine Summe von Cluster–Beitra¨gen, welche nur die Lo¨sung eines hydro-
dynamischen Streu–Problems fu¨r relativ wenige Teilchen beno¨tigen. Fu¨r halb–verdu¨nnte
Suspensionen genu¨gt es, das im zweiten Kapitel behandelte Zwei–Teilchen–Problem zu
beru¨cksichtigen. Aus der Frequenzentwicklung der effektiven Admittanz haben wir dann
allgemeine Ausdru¨cke fu¨r den translativen und den rotativen Langzeitkoeffizienten herge-
leitet. Der translative Langzeitkoeffizient wird alleine durch den Zwei–Schleifen–Beitrag
gegeben, wa¨hrend der rotative Langzeitkoeffizient unendlich viele Beitra¨ge entha¨lt. Ab-
schließend haben wir die Bewegung eines Brownschen Teilchens in einer Suspension be-
trachtet.
Im vierten Kapitel haben wir die Suspension auf einer makroskopischen Zeit– und
La¨ngenskala als effektives Medium betrachtet und die Langzeitbewegung eines Teilchens
in einem effektiven Medium mit der im dritten Kapitel untersuchten Langzeitbewegung in
einer Suspension verglichen. Wir haben gefunden, daß der translative Langzeitkoeffizient
in einer Suspension identisch mit dem im effektiven Medium Bild berechneten ist. Fu¨r
eine harte Kugel mit Haft–Randbedingungen war dieses Ergebnis bereits bekannt. Fu¨r den
rotativen Langzeitkoeffizienten eines Teilchens in einer Suspension liefert das effektive Me-
dium Bild jedoch nur eine Na¨herung, da auch der mehrfach gestreute Fluß zwischen den
suspendierten Kugeln — im makroskopischen Bild nicht erfasste — Beitra¨ge zur Bewegung
der Kugel in spa¨ten Phasen der Bewegung liefert. Der aus der vollsta¨ndigen Lo¨sung des hy-
drodynamischen Streu–Problems berechnete Wert fu¨r den rotativen Langzeitkoeffizienten
ist in sehr guter U¨bereinstimmung mit einem aus der Analyse einer Computersimulation
berechneten Koeffizienten.
5.2 Scho¨nheitsarbeiten
Wir haben in dieser Arbeit angestrebt, eine gru¨ndliche Behandlung der Bewegung fu¨r
mo¨glichst allgemeine Kugelmodelle zu geben. An zwei Stellen konnten wir diesem Anspruch
nicht vollsta¨ndig gerecht werden.
Zum einen steht ein allgemeiner Nachweis der Symmetrie der konvektiven Widerstands-
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matrix fu¨r l = 1 aus (vgl. Abschnitt 1.7.2). Wir halten jedoch fest, das die Symmetrie allge-
mein fu¨r die Behandlung der Kriechbewegung bei Frequenz 0 und fu¨r die explizit betrach-
teten frequenzabha¨ngigen Kugelmodelle (harte Kugel mit Haft–Gleit–Randbedingungen,
homogen poro¨se Kugel) nachgewiesen wurde. In Abschnitt 2.6 haben wir zudem gezeigt,
das die Symmetrie des konvektiven Widerstandsoperators direkt mit der Form der rota-
tiven Hilfsfunktion τr(ω) verknu¨pft ist. Es gibt daher verschiedene Ansatzpunkte dieses
Problem zu entscheiden.
Zum zweiten fehlt der allgemeine Nachweis, das die konvektive Widerstandsmatrix in
der STP–Darstellung fu¨r l = 1 keinen Beitrag in O(α3) besitzt (vgl. Abschnitt 1.10.3).
Speziell fu¨r harte Kugeln mit Haft–Gleit–Randbedingungen und homogen poro¨se Kugeln
ist dies jedoch der Fall.
5.3 Ausblick
Wir haben in dieser Arbeit einen allgemeinen Formalismus zur Behandlung der retardier-
ten hydrodynamischen Wechselwirkungen von in einer Flu¨ssigkeit suspendierten Kugeln
bereitgestellt. Die Brauchbarkeit dieser Beschreibung haben wir durch die Berechnung der
translativen und rotativen Langzeitkoeffizienten demonstriert.
Wir haben damit die Grundlagen fu¨r verschiedene weitergehende Untersuchungen in
diesem Bereich gelegt.
In dieser Arbeit haben wir den Wert des rotativen Langzeitkoeffizienten nur unter Ver-
wendung relativ kleiner Matrizen berechnet. Der berechnete Wert zeigt zwar bereits eine
sehr gute U¨bereinstimmung mit dem Computerexperiment, es ist aber erstrebenswert die
erreichte Genauigkeit weiter zu verbessern. Dazu mu¨ssen wir noch die Berechnungsmethode
optimieren. Fu¨r die weiteren zu berechnenden Beitra¨ge zum Langzeitkoeffizienten fu¨r große
l–Werte kann die Frequenzableitung, nach den im dritten Kapitel angestellten U¨berlegun-
gen, unter das Integral gezogen werden. Die Ableitung der Integranden wird dabei nur fu¨r
Frequenz 0 ausgewertet. Das zu behandelnde Problem bekommt dadurch große A¨hnlich-
keit mit dem von Cichocki, Felderhof & Schmitz in [40] behandelten Kriechfluß von zwei
Kugeln. Die dort vorgestellte Methode zur genauen Berechnung der Beweglichkeit sollte
sich auf die Berechnung des Langzeitkoeffizienten u¨bertragen lassen, um hier eine a¨hnlich
gute Genauigkeit zu erreichen.
Die Berechnung analytischer Ausdru¨cke fu¨r die hydrodynamischen Wechselwirkungen
kann sicher noch u¨ber die Langzeitkoeffizienten hinaus betrieben werden. Solche Rechnun-
gen werden im allgemeinen aber nur in den Grenzfa¨llen fu¨r sehr kleine oder sehr große Fre-
quenzen praktikabel sein. Hier ko¨nnen verha¨ltnisma¨ßig einfache und handhabbare asympto-
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tische Ausdru¨cke leicht berechnet und ausgewertet werden. Sehr weit u¨ber diese Grenzfa¨lle
hinausgehende analytische Ausdru¨cke, mit der vollsta¨ndigen Frequenzabha¨ngigkeit, sind
nur mit erheblichem Aufwand an Rechnerleistung zu erreichen. Die dabei produzierten
umfangreichen Datenmengen sind zudem kaum so aufzubereiten, daß sie fu¨r einen allge-
meinen Gebrauch, der einen solchen Aufwand rechtfertigen wu¨rde, nu¨tzlich wa¨ren. Um die
hydrodynamischen Wechselwirkungen in einem breiten Frequenzspektrum zu analysieren
bietet sich in der na¨chsten Phase die numerische Auswertung der Admittanzmatrixelemen-
te bei bestimmten Absta¨nden und Frequenzen an. Cichocki & Felderhof haben in [45] zur
Untersuchung der langsamen Dynamik von linear relaxierenden Systemen ein Verfahren
vorgestellt, mit dem aus einer Reihe geeignet gewa¨hlter Stu¨tzstellen N -Punkt Pade´ Ap-
proximanten der effektiven Admittanz erzeugt werden ko¨nnen. Diese Approximanten sind
durch relativ wenige Koeffizienten bestimmt und bilden die Basis fu¨r die weitere statistische
Auswertung.
Im zweiten Kapitel haben wir allgemeine Ausdru¨cke fu¨r Admittanzmatrixelemente zu
einer beliebigen Anzahl N von suspendierten Kugeln angegeben. Diese lassen sich ohne
weiteres in der Cluster–Entwicklung verwenden, um Cluster–Beitra¨ge zur effektiven Ad-
mittanz in ho¨heren Ordnungen des Volumenanteils zu berechnen. Als na¨chster Meilenstein
in dieser Richtung bietet sich die Berechnung des Zwei–Schleifen–Beitrags zum Cluster–
Integral mit N = 3 an. Die entsprechende Rechnung fu¨r N = 2 haben wir in Anhang D
im Detail durchgefu¨hrt.
Anhang
A Die LMN–Verschiebungssa¨tze
Wir leiten hier die in Abschnitt 2.2.1 angegebenen Verschiebungssa¨tze fu¨r das NMP–
Funktionenensystem aus in [53] bereitgestellten Verschiebungssa¨tzen fu¨r das LMN–Funk-
tionensystem her.
In [53] werden Additionssa¨tze fu¨r kugelsymmetrische Lo¨sungen v(r, k) der Vektor–
Helmholtz–Gleichung
∇2v(r, k) + k2 v(r, k) = 0 (A.1)
angegeben. Diese Sa¨tze erlauben es, Vektor–Kugelfunktionen mit gegebenem Zentrum nach
Kugelwellen um ein verschobenes Zentrum zu entwickeln. Die dort betrachteten Lo¨sungen
L, M und N von (A.1) haben die Form
Llm(r, k) = k
−1∇ψlm(r, k),
Mlm(r, k) = ∇× (r ψlm(r, k)),
Nlm(r, k) = k
−1∇× (∇× (r ψlm(r, k))),
(A.2)
wobei die Potentiale ψlm(r, k) Lo¨sungen der skalaren Helmholtz–Gleichung
∇2ψ(r, k) + k2 ψ(r, k) = 0 (A.3)
sind. Diese lassen sich als Produkte von Bessel– und Kugelfunktionen schreiben
ψlm(r, k) = fl(kr) Ylm(rˆ) (A.4)
wobei fl(kr) fu¨r eine Bessel–Funktion[83] vom Typ jl(kr), yl(kr), h
(1)
l (kr) oder h
(2)
l (kr)
steht. Dargestellt durch fl(kr) und die Vektor–Kugelfunktionen (1.3.8) erhalten die Lo¨sun-
gen (A.2) die Gestalt
Llm(r, k) =
1
2l + 1
[fl−1(kr) Alm(rˆ) + fl+1(kr) Blm(rˆ)],
Mlm(r, k) = fl(kr) Clm(rˆ),
Nlm(r, k) =
1
2l + 1
[(l + 1) fl−1(kr)Alm(rˆ)− lfl+1(kr) Blm(rˆ)].
(A.5)
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Wir interessieren uns jedoch fu¨r Additionssa¨tze zu Lo¨sungen der Gleichung
∇2v(r, α)− α2 v(r, α) = 0. (A.6)
Wir ersetzen daher in (A.5) k → iα und definieren fu¨r fl(kr) = jl(kr) im Ursprung regula¨re
Funktionen L+lm(r, α), M
+
lm(r, α) und N
+
lm(r, α) durch
L+lm(r, α) = (−i)l−1 Llm(r, iα),
M+lm(r, α) = (−i)l Mlm(r, iα),
N+lm(r, α) = (−i)l−1 Nlm(r, iα).
(A.7)
Auf die gleiche Art definieren wir fu¨r fl(kr) = h
(1)
l (kr) im Ursprung singula¨re Funktionen
L−lm(r, α), M
−
lm(r, α) und N
−
lm(r, α) durch
L−lm(r, α) = −
pi
2
il−1 Llm(r, iα),
M−lm(r, α) = −
pi
2
il Mlm(r, iα),
N−lm(r, α) = −
pi
2
il−1 Nlm(r, iα).
(A.8)
Aus den Definitionen (A.7) und (A.8) folgen mit den Identita¨ten
gl(αr) = (−i)l jl(kr), kl(αr) = −pi
2
il h
(1)
l (kr) (A.9)
die Beziehungen
v+lmM(r) =M
+
lm(r, α), v
−
lmM(r) =
2α
pi
1
l(l + 1)
M−lm(r, α),
v+lmN(r) = N
+
lm(r, α), v
−
lmN(r) =
2α
pi
1
l(l + 1)
N−lm(r, α).
(A.10)
Die Funktionen L±lm(r, α) sind nicht divergenzfrei. Wir isolieren daher ihre divergenz-
freien Anteile, welche sich mit den Funktionen v±lmP (r) verbinden lassen.
Wir definieren divergenzfreie Funktionen P±lm(r) durch
P+lm(r) = ∇[rl Ylm(rˆ)] = rl−1 Alm(rˆ),
P−lm(r) = ∇[r−(l+1) Ylm(rˆ)] = r−(l+2) Blm(rˆ).
(A.11)
Fu¨r kleine Frequenzen α haben die Funktionen L±lm(r) die asymptotischen Entwicklungen
L+lm(r, α) =
αl−1
(2l + 1)!!
P+lm(r) + O(α
l),
L−lm(r, α) = −
pi
2
(2l − 1)!!
αl+2
P−lm(r) + O(α
−(l+1)).
(A.12)
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Zwischen den Funktionen P±lm(r) und v
±
lmP (r) bestehen die Beziehungen
v+lmP (r) = P
+
lm(r), v
−
lmP (r) = −
1
2l + 1
1
α2
P−lm(r). (A.13)
Wir geben nun die Verschiebungssa¨tze fu¨r die Funktionen L±lm(r, α),M
±
lm(r, α),N
±
lm(r, α)
und P±lm(r) an. Unter Verwendung der Identita¨ten (A.13) und (A.13) lassen sich daraus
direkt die NMP–Verschiebungssa¨tze (2.2.1) ablesen.
A.1 Die LMN–Verschiebungssa¨tze
Aus den Gleichungen ([53];3.8) und ([53];3.10) folgen fu¨r |R| > |r2| die Verschiebungssa¨tze
L−lm(r1, α) =
∑
l′m′
Alml′m′(R) L
+
l′m′(r2, α),
M−lm(r1, α) =
∑
l′m′
F lml′m′(R) M
+
l′m′(r2, α) +G
lm
l′m′(R) N
+
l′m′(r2, α),
N−lm(r1, α) =
∑
l′m′
Glml′m′(R) M
+
l′m′(r2, α)− F lml′m′(R) N+l′m′(r2, α).
(A.14)
Die Verschiebungsmatrixelemente Alml′m′(R), F
lm
l′m′(R) und G
lm
l′m′(R) sind darin gegeben
durch
Alml′m′(R) = −
l+l′∑
λ=|l−l′|,
Λ gerade
λ∑
µ=−λ
c(lm|l′m′|λµ) kλ(Y ) Yλµ(Rˆ),
F lml′m′(R) =
l+l′∑
λ=|l−l′|,
Λ gerade
λ∑
µ=−λ
f(lm|l′m′|λµ) kλ(Y ) Yλµ(Rˆ),
Glml′m′(R) =
l+l′−1∑
λ=max{|l−l′−1|,|l−l′+1|},
Λ ungerade
λ∑
µ=−λ
g(lm|l′m′|λµ) kλ(Y ) Yλµ(Rˆ),
(A.15)
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mit Y = αR, Λ = l + l′ + λ und den Koeffizienten
c(lm|l′m′|λµ) = (−1)l′+m [4pi(2l + 1)(2l′ + 1)(2λ+ 1)]1/2
×
(
l l′ λ
0 0 0
)(
l l′ λ
−m m′ µ
)
,
f(lm|l′m′|λµ) = l(l + 1) + l
′(l′ + 1)− λ(λ+ 1)
2l′(l′ + 1)
c(lm|l′m′|λµ),
d(lm|l′m′|λµ) = (−1)l′+m [4pi(2l + 1)(2l′ + 1)(2λ+ 1)]1/2
×
(
l − 1 l′ λ
0 0 0
)(
l l′ λ
−m m′ µ
)
,
g(lm|l′m′|λµ) = [(l + l
′ − λ)(l − l′ + λ)(l + l′ + λ+ 1)(−l + l′ + λ+ 1)]1/2
2l′(l′ + 1)
× d(lm|l′m′|λµ).
(A.16)
Die hier definierten Koeffizienten c(lm|l′m′|λµ) und d(lm|l′m′|λµ) unterscheiden sich von
den in [53] definierten um einen Faktor (−1)l′ il−l′−λ bzw. (−1)l′−1 il−l′−λ.
Die Wignerschen 3j–Symbole [86](
l l′ λ
−m m′ µ
)
= (−1)l−l′−µ (2λ+ 1)−1/2 (l −ml′m′|ll′λ−µ) (A.17)
ha¨ngen mit den Clebsch–Gordan–Koeffizienten zusammen
(l −ml′m′|ll′λ−µ) = δm−m′,µ
[
(2λ+ 1)(l + l′ − λ)!(l − l′ + λ)!(−l + l′ + λ)!
(l + l′ + λ+ 1)!
]1/2
×
∑
k
(−1)k [(l +m)!(l −m)!(l′ +m′)!(l′ −m′)!(λ+ µ)!(λ− µ)!]1/2
k!(l + l′ − λ− k)!(l +m− k)!(l′ +m′ − k)!(λ− l′ −m+ k)!(λ− l −m′ + k)! ,
(A.18)
wobei die Summe u¨ber alle positivenWerte von k la¨uft, fu¨r welche die Argumente im Nenner
nicht–negativ sind. Die 3j–Symbole verschwinden falls nicht l, l′, λ der Dreiecksungleichung
|l − l′| ≤ λ ≤ l + l′ genu¨gen und m−m′ = µ gilt.
A.2 Der P–Verschiebungssatz
Wir leiten nun den Verschiebungssatz fu¨r die Funktionen P±lm(r) her.
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Aus dem Verschiebungssatz (A.14) fu¨r L±lm(r) und der Entwicklung (A.12) folgt fu¨r
kleine Frequenzen α
P−lm(r1) + O(α) =
∑
l′m′
{
− 2
pi
αl+l
′+1
(2l − 1)!! (2l′ + 1)!! A
lm
l′m′(R)
}
[P+lm(r2) + O(α)]. (A.19)
Fu¨r den Ausdruck in geschweiften Klammern finden wir die Entwicklung{
. . .
}
= H lml′m′(R) + O(α). (A.20)
mit der Koeffizientenfunktion H lml′m′(R)
H lml′m′(R) =
(2(l + l′)− 1)!!
(2l − 1)!! (2l′ + 1)!!
1
Rl+l′+1
l+l′∑
µ=−(l+l′)
c(lm|l′m′|l + l′µ) Yl+l′µ(Rˆ). (A.21)
Im Grenzfall α→ 0 folgt damit der Verschiebungssatz
P−lm(r1) =
∑
l′m′
H lml′m′(R) P
+
l′m′(r2). (A.22)
A.3 Spezielle Ausdru¨cke fu¨r das Zwei–Teilchen–Problem
Speziell fu¨r R = Reˆ0 vereinfachen sich die Ausdru¨cke fu¨r F
lm
l′m′(R), G
lm
l′m′(R) und H
lm
l′m′(R)
wegen Yλµ(eˆ0) = δµ0
√
2λ+ 1
4pi
zu
F lml′m′(Reˆ0) = δmm′
l+l′∑
λ=|l−l′|,
Λ gerade
√
2λ+ 1
4pi
f(lm|l′m|λ0) kλ(Y ),
Glml′m′(Reˆ0) = δmm′
l+l′−1∑
λ=max{|l−l′−1|,|l−l′+1|}
Λ ungerade
√
2λ+ 1
4pi
g(lm|l′m|λ0) kλ(Y ),
H lml′m′(Reˆ0) = δmm′ H(ll
′m)
1
Rl+l′+1
,
(A.23)
mit
H(ll′m) =
(2(l + l′)− 1)!!
(2l − 1)!!(2l′ + 1)!!
√
2(l + l′) + 1
4pi
c(lm|l′m|l + l′0). (A.24)
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B Die direkte Lo¨sung der Flußgleichungen fu¨r eine
homoge poro¨se Kugel
In diesem Abschnitt bestimmen wir die Matrixelemente des Streuoperators und des Wider-
standsoperators fu¨r eine homogene, poro¨se Kugel im NMP–System. Dazu lo¨sen wir explizit
die linearisierten Navier–Stokes–Gleichungen (1.2.6)
η[∇2vω(r)− α2vω(r)]−∇pω(r) = −Fω(r),
∇ · vω(r) = 0,
(B.1)
mit der durch (1.2.14) gegebenen Kraftdichte
Fω(r) = −λ [vω(r)−Vω(r)] θ(r − a), (B.2)
wobei die inverse Durchla¨ssigkeit λ konstant ist.
Wir zerlegen das Geschwindigkeitsfeld vω(r) und den Druck pω(r) im Innen– und im
Außenraum der Kugel (vgl. Abb. B.1)
vω(r) = θ(r − a) vI(r) + [1− θ(r − a)] vII(r),
pω(r) = θ(r − a) pI(r) + [1− θ(r − a)] pII(r),
(B.3)
wobei die Anteile den Gleichungen
η[∇2vI(r)− α˜2vI(r)]−∇pI(r) = λ Vω(r), ∇ · vI(r) = 0, r < a,
η[∇2vII(r)− α2vII(r)]−∇pII(r) = 0, ∇ · vII(r) = 0, r > a
(B.4)
mit α˜2 = α2 + λ/η, genu¨gen.
Fu¨r r = a mu¨ssen Flußfeld und Druck stetig sein und eine stetige Normalableitung
besitzen. Wir fordern daher
vI(r) = vII(r), ∂rvI(r) = ∂rvII(r),
pI(r) = pII(r), ∂rpI(r) = ∂rpII(r).
(B.5)
B.1 Die Berechnung der Streumatrixelemente
Wir betrachten eine festgehaltene Kugel mit
Vω(r) = 0 (B.6)
unter dem Einfluß einer einlaufenden Welle v+lmσ(r).
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Ein vollsta¨ndiges System von Lo¨sungen im Inneren der Kugeln wird gegeben durch
v˜±lmσ(r) = v
±
lmσ(r)
∣∣∣
α→eα,
p˜±lmσ(r) = p
±
lmσ(r)
∣∣∣
α→eα.
(B.7)
vII(r)
vI(r)
Abbildung B.1: Flußfeld in Anwesenheit einer poro¨sen Kugel.
In [51] wird gezeigt, daß der Index l einem Eigenwert des totalen Drehimpulsoperators
entspricht. Da das Problem rotationsinvariant ist, muß die durch die einlaufende Wel-
le v+lmσ(r) angeregte auslaufende Welle v
−
lmσ(r) die gleichen l– und m–Werte haben. Die
M–Wellen haben eine den N– und P–Wellen entgegengesetzte Parita¨t. Somit kann ei-
ne einlaufende M–Welle v+lmM(r) nur eine auslaufende Welle M–Welle v
−
lmM(r) anregen,
wa¨hrend eine einlaufende N– oder P–Welle eine Linearkombination von auslaufenden N–
und P–Wellen anregen kann.
Unter Verwendung von (1.4.29) suchen wir Lo¨sungen von (B.4) im ganzen Raum, die
den Stetigkeitsbedingungen (B.5) genu¨gen.
Wir machen den folgenden Ansatz:
Fu¨r einlaufende N–Wellen:
vI(r) = c˜
+
lmN v˜
+
lmN(r) + c˜
+
lmP v˜
+
lmP (r), pI(r) = c˜
+
lmP p˜
+
lmP (r),
vII(r) = v
+
lmN(r) +XNN(l) v
−
lmN(r) +XPN(l) v
−
lmP (r), pII(r) = XPN(l) p
−
lmP (r).
(B.8)
Fu¨r einlaufende M–Wellen:
vI(r) = c˜
+
lmM v˜
+
lmM(r), pI(r) = 0,
vII(r) = v
+
lmM(r) +XMM(l) v
−
lmM(r), pII(r) = 0.
(B.9)
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Fu¨r einlaufende P–Wellen:
vI(r) = c˜
+
lmN v˜
+
lmN(r) + c˜
+
lmP v˜
+
lmP (r), pI(r) = c˜
+
lmP p˜
+
lmP (r),
vII(r) = v
+
lmP (r) +XNP (l) v
−
lmN(r) +XPP (l) v
−
lmP (r), pII(r) = p
+
lmP (r) +XPP (l) p
−
lmP (r).
(B.10)
Einsetzen von (B.8), (B.9) und (B.10) in (B.5) liefert unter Verwendung der Rekursi-
onsrelationen [83] fu¨r modifizierte Besselfunktionen (1.3.6), (1.3.21) und
g′l(x) = gl−1(x)−
l + 1
x
gl(x),
k′l(x) = kl−1(x) +
l + 1
x
kl(x),
(B.11)
die Streumatrixelemente
XNN(l) = −l(l + 1)a pi
2x
x˜gl(x˜)gl[x]− xgl(x)gl[x˜]
x˜gl(x˜)kl[x] + xkl(x)gl[x˜]
,
XNP (l) = XPN(l) = −l(l + 1)(2l + 1)al x˜20
pi
2x
x˜gl(x˜)
x˜gl(x˜)kl[x] + xkl(x)gl[x˜]
,
XMM(l) = −l(l + 1)a pi
2x
gl(x)x˜gl+1(x˜)− xgl+1(x)gl(x˜)
kl(x)x˜gl+1(x˜) + xkl+1(x)gl(x˜)
,
XPP (l) = −l(2l + 1)a2l−1x˜20x2
kl+1(x)x˜gl(x˜) + xkl(x)gl+1(x˜)
x˜gl(x˜)kl[x] + xkl(x)gl[x˜]
.
(B.12)
Darin ist fu¨r f = g, k fl[y] = (l + 1)x˜
2fl−1(y) + lx2fl+1(y), x˜ = α˜a und x˜0 = x˜|x=0.
Wir geben hier beispielhaft die Berechnung von XMM(l) an.
Einsetzen von (B.9) in (B.5) liefert
XMM(l)
l(l + 1)
2α
pi
kl(x) + gl(x) = c˜
+
lmM gl(x˜), (B.13)
XMM(l)
l(l + 1)
2α
pi
xk′l(x) + xg
′
l(x) = x˜ c˜
+
lmM g
′
l(x˜). (B.14)
(B.15)
Multiplikation von (B.13) mit −l und Addition mit (B.14) liefert unter Verwendung von
(B.11)
XMM(l)
l(l + 1)
2α
pi
(−x) kl+1(x) + x gl+1(x) = x˜ gl+1(x˜) c˜+lmM . (B.16)
Multiplikation von (B.13) mit x˜ gl+1(x˜) und Subtraktion von (B.16) multiplitziert mit gl(x˜)
liefert
XMM(l)
l(l + 1)
2α
pi
{
kl(x) x˜ gl+1(x˜) + x kl+1(x) gl(x˜)
}
+
{
gl(x) x˜ gl+1(x˜)− x gl+1(x) gl(x˜)
}
= 0
(B.17)
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und damit das angegebene Matrixelement fu¨r XMM(l).
B.2 Die Berechnung der Hilfsfunktion τr(ω)
In Abschnitt (1.2.12) haben wir die Beschreibung einer bewegten Kugel im Matrixforma-
lismus behandelt. Wir bestimmen hier explizit die dort eingefu¨hrte Hilfsfunktion τr(ω) und
berechnen dazu den von einer mit der Geschwindigkeit
Vω(r) = Ω× r (B.18)
rotierenden Kugel erzeugten Fluß in Abwesenheit eines einfallenden Flusses v0ω(r) = 0.
Wir wa¨hlen speziell Ω = Ωe0.
Fu¨r die Lo¨sung vω(r) von (B.4) machen wir den Ansatz
vI(r) =
√
4pi
3
Ω φ(r) C10(rˆ), pI(r) = 0,
vII(r) = c
−
10M v
−
10M(r), pII(r) = 0,
(B.19)
wobei der Koeffizient c−10M wegen (1.4.29) und (1.4.27) durch
c−10M = −XMM(1) d10M
= −XMM(1)
√
4pi
3
Ω τr(ω)
(B.20)
gegeben ist.
Einsetzen von (B.19) in (B.4) liefert fu¨r φ(r) die Differentialgleichung
∂2rφ(r) +
2
r
∂rφ(r)−
(
2
r2
+ α˜2
)
φ(r) = −λ
η
r (B.21)
mit der allgemeinen Lo¨sung
φ(r) =
λ˜
α˜2
r + C+1
1 + α˜r
r2
exp(−α˜r) + C+2
α˜r cosh(α˜r)− sinh(α˜r)
r2
, (B.22)
mit zu bestimmenden Zahlen C+1 und C
+
2 . Da der Fluß im Inneren der Kugel regula¨r ist
folgt C+1 = 0.
Einsetzen von (B.19) mit (B.22) in (B.5) liefert
c−10M =
√
4pi
3
Ωpi
λ˜a4
xx˜
g2(x˜)
k1(x) x˜g2(x˜) + xk2(x)g1(x˜)
(B.23)
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und mit (B.20) erhalten wir fu¨r eine gleichfo¨rmig poro¨se Kugel den Ausdruck
τr(ω) =
a x˜20 g2(x˜)
x˜2g1(x)g2(x˜)− xx˜g2(x)g1(x˜) . (B.24)
C Formelsammlung
In diesem Abschnitt werden verschiedene nu¨tzliche Formeln und Beziehungen bereitgestellt.
C.1 Vektor–Basen
Wir geben in diesem Abschnitt einige Vektorsysteme an, welche bei der Zerlegung von
Flußfeldern und Vektorgro¨ßen nu¨tzlich sind.
In Abschnitt 1.3.1 haben wir Vektor–Kugelfunktionen eingefu¨hrt. Die Vektor–Kugelfunktionen
lassen sich als Gradienten der starren spha¨rischen harmonischen Funktionen schreiben
Alm(rˆ) = r
−(l−1) ∇[rl Ylm(rˆ)],
Blm(rˆ) = r
l+2 ∇[r−(l+1) Ylm(rˆ)],
Clm(rˆ) = Alm(rˆ)× rˆ = Blm(rˆ)× rˆ,
Blm(rˆ) = −(2l + 1) Ylm(rˆ) rˆ+Alm(rˆ).
(C.1)
Sie sind mit den vektor-spha¨rischen-harmonischen Funktionen YJLM(rˆ) von Edmonds
[86] verbunden
Alm(rˆ) =
√
l(2l + 1) Yl−1lm(rˆ),
Blm(rˆ) =
√
(l + 1)(2l + 1) Yl+1lm(rˆ),
Clm(rˆ) = −i
√
l(l + 1) Yllm(rˆ).
(C.2)
In spha¨rischer Darstellung lauten die Alm(rˆ) fu¨r l = 1, 2
A1m(rˆ) =
√
3
4pi
em,
A2m(rˆ) = Em · rˆ.
(C.3)
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Die spha¨rischen Einheitsvektoren em und die Matrizen Em darin sind definiert durch
e1 = − 1√
2
(xˆ+ i yˆ),
e0 = zˆ,
e−1 =
1√
2
(xˆ− i yˆ),
(C.4)
bzw.
E0 =
√
3
2
zˆzˆ =
1√
6
(3zˆzˆ− 1)
E1 = −(xˆzˆ+ i yˆzˆ)
E−1 = (xˆzˆ− i yˆzˆ)
E2 =
1
2
(xˆxˆ− yˆyˆ) + i xˆyˆ
E−2 =
1
2
(xˆxˆ− yˆyˆ)− i xˆyˆ
(C.5)
mit
αˆβˆ =
1
2
(αˆβˆ + βˆαˆ)− δαβ αˆβˆ. (C.6)
Die Em bilden eine Basis der symmetrischen, spurfreien Matrizen. Sie sind mit den em
verbunden durch
E0 =
1√
6
(E1−1 + 2 E00 + E−11),
E1 =
1√
2
(E10 + E01),
E−1 =
1√
2
(E0−1 + E−10),
E2 = E11,
E−2 = E−1−1
(C.7)
mit
Eij = eiej. (C.8)
Zum U¨bersetzen zwischen kartesischer und spha¨rischer Darstellung sind folgende Iden-
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tita¨ten nu¨tzlich
xˆxˆ =
1
2
(E2 − E1−1 − E−11 + E−2),
xˆyˆ = i
1
2
(−E2 − E1−1 + E−11 + E−2),
xˆzˆ =
1√
2
(−E10 + E−10),
yˆxˆ = [xˆyˆ]T ,
yˆyˆ = −1
2
(E2 + E1−1 + E−11 + E−2),
yˆzˆ = i
1√
2
(E10 + E−10),
zˆxˆ = [zˆxˆ]T ,
zˆyˆ = [zˆyˆ]T ,
zˆzˆ = E00.
(C.9)
Damit ist
xˆxˆ+ yˆyˆ − 2 zˆzˆ = −
√
6 E0,
xˆzˆ+ zˆxˆ = −2 Re(E1),
yˆzˆ+ zˆyˆ = −2 Im(E1),
xˆxˆ− yˆyˆ = 1
2
Re(E2),
xˆyˆ + yˆxˆ = Im(E2).
(C.10)
C.2 Spezielle 3j-Symbole
In Gleichung (A.17) haben wir die Wignerschen 3j–Symbole definiert. In diesem Abschnitt
geben wir einige spezielle 3j-Symbole an, vgl. Edmonds [86], auf den Seiten 48 und 125.
(
1 l l + 1
0 0 0
)
= (−1)l+1
[
l + 1
(2l + 1)(2l + 3)
] 1
2
,
(
1 l l + 1
0 m −m
)
= (−1)l+m+1
[
(l + 1±m)
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
] 1
2
,
(C.11)
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(
1 l l − 1
0 0 0
)
=
(
1 l − 1 l
0 0 0
)
= (−1)l
[
l
(2l − 1)(2l + 1)
] 1
2
,
(
1 l l − 1
0 m −m
)
=
(
1 l − 1 l
0 −m m
)
= (−1)l+m
[
(l ±m)
l(2l − 1)(2l + 1)
] 1
2
,
(C.12)
(
0 l l
0 0 0
)
= (−1)l 1√
2l + 1
,(
1 l l
0 m −m
)
=
(
l l 1
m −m 0
)
= (−1)l+m m√
l(l + 1)(2l + 1)
.
(C.13)
Wir geben einige spezielle 3j–Symbole fu¨r µ = 0, und m = 0, 1 an. Fu¨r gerades Λ =
l + l′ + λ gilt(
l l′ λ
0 0 0
)
= (−1)Λ/2
√
(Λ− 2l)!(Λ− 2l′)!(Λ− 2λ)!
(Λ + 1)!
(
Λ
2
)
!(
Λ−2l
2
)
!
(
Λ−2l′
2
)
!
(
Λ−2λ
2
)
!
,(
l l′ λ
−1 1 0
)
= − l(l + 1) + l
′(l′ + 1)− λ(λ+ 1)
2
√
l(l + 1)l′(l′ + 1)
(
l l′ λ
0 0 0
)
,
(C.14)
und fu¨r ungerades Λ gilt(
l l′ λ
−1 1 0
)
= −1
2
[
(Λ + 2)(Λ− 2l)(Λ− 2l′ + 1)(Λ− 2λ+ 1)
l(l + 1)l′(l′ + 1)
]1/2(
l + 1 l′ λ
0 0 0
)
.
(C.15)
Insbesondere ist(
l l′ λ
0 0 0
)2
=
(1
2
Λ)!
(Λ + 1)!!
(Λ− 2l − 1)!!
(1
2
(Λ− 2l))!
(Λ− 2l′ − 1)!!
(1
2
(Λ− 2l′))!
(Λ− 2λ− 1)!!
(1
2
(Λ− 2λ))! (C.16)
C.3 Spezielle Koeffizienten
In diesem Abschnitt geben wir einige spezielle Koeffizienten an, welche im Zusammenhang
mit den Verschiebungssa¨tzen Verwendung finden.
blm =
[
(l ±m)
(2l − 1)(2l + 1)
] 1
2
, (C.17)
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c(10|lm|l + 1 −m) = (−1)l+m
√
12pi bl+1m,
c(10|lm|l − 1 −m) = (−1)l+m+1
√
12pi blm,
c(lm|10|l ± 1 m) = (−1)l+m+1c(10|lm|l ± 1 −m),
d(10|lm|l −m) = i(−1)l+m
√
12pi
m√
l(l + 1)
,
d(lm|10|l m) = −i
√
12pi
m√
(l + 1)(2l − 1) ,
(C.18)
f(10|lm|l + 1 −m) = −1
l + 1
c(10|lm|l + 1 −m),
f(10|lm|l − 1 −m) = 1
l
c(10|lm|l − 1 −m),
f(lm|10|l ± 1 m) = (−1)l+m+1 l(l + 1)
2
f(10|lm|l ± 1 −m),
g(10|lm|l −m) = i(−1)l+m
√
12pi
m
l(l + 1)
,
g(lm|10|l m) = −i
2
√
12pim.
(C.19)
C.4 Summen u¨ber m
l∑
m=−l
(l ±m) = 1
3
l(2l − 1)(2l + 1),
l+1∑
m=−(l+1)
(l + 1±m) = 1
3
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3),
l∑
m=−l
m2 =
1
3
l(l + 1)(2l + 1),
l∑
m=−l
b2lm =
1
3
l,
l+1∑
m=−(l+1)
b2l+1m =
1
3
(l + 1).
(C.20)
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C.5 Die spha¨rischen Mittel von Alm(Rˆ), Blm(Rˆ) und Clm(Rˆ)
∫
Y ∗λm(Rˆ) Alm(Rˆ) dΩR = δλ,l−1 (2l + 1) blm e0,∫
Y ∗λm(Rˆ) Blm(Rˆ) dΩR = −δλ,l+1 (2l + 1) bl+1m e0,∫
Y ∗λm(Rˆ) Clm(Rˆ) dΩR = −δλ,l i m e0.
(C.21)
C.6 Die spha¨rischen Mittel von u−lmρ(R), v
−
lmP (R)
Wir geben hier die nicht verschwindenden spha¨rischen Mittel von u−lmρ(R), v
−
lmP (R) an.
∫
Y ∗l−1m(R) u
−
lmS(R) dΩR = fSlm e0,
fSlm =
blm
(2l − 1)(2l + 1)2(2l + 3)
α2kl−1(x)
Rl
,
(C.22)
∫
Y ∗l−1m(R) u
−
lmP (R) dΩR = fPlm e0,
fPlm =
(l + 1) blm
l(2l − 1)(2l + 1)
kl−1(x)
Rl
,
(C.23)
∫
Y ∗l+1m(R) u
−
lmS(R) dΩR = gSlm e0,
gSlm =
−l bl+1m
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
kl+1(x)
Rl+2
,
(C.24)
∫
Y ∗l+1m(R) u
−
lmP (R) dΩR = gPlm e0,
gPlm =
bl+1m
2(2l + 1)
kl+1(x)
Rl
,
(C.25)
∫
Y ∗l+1m(R) v
−
lmP (R) dΩR = g
v
P lm e0,
gvP lm = bl+1m
1
α2Rl+2
,
(C.26)
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∫
Y ∗lm(R) u
−
lmT (R) dΩR = hlm e0,
hlm =
−i m
l(l + 1)(2l + 1)
kl(x)
Rl+1
.
(C.27)
C.7 Spezielle Darstellung von S(R; lmρ10ρ′)
Wir geben im folgenden eine spezielle Zerlegung der Verschiebungsmatrixelemente
S(R; lmρ10ρ′) an.
Verschiebungsmatrixelemente, Teil 1
S(R; lmS10S) =
−1
90
l + 1
(2l + 1)!!
2αl+2
pi
F 10lm(R)
= ASSlm Y
∗
l−1m(Rˆ) +B
SS
lm Y
∗
l+1m(Rˆ),
ASSlm =
(−1)l+1
30
√
4pi
3
(l + 1)blm
l(2l − 1)(2l + 1)
α2kl−1(αR)
Rl
,
BSSlm =
(−1)l
30
√
4pi
3
bl+1m
kl+1(αR)
Rl+2
,
(C.28)
S(R; lmS10T ) =
1
6
l + 1
(2l + 1)!!
2αl+1
pi
G10lm(R)
= CSTlm Y
∗
lm(Rˆ),
CSTlm =
i (−1)l
2
√
4pi
3
m
l(2l + 1)
kl(αR)
Rl+1
,
(C.29)
S(R; lmS10P ) =
−1
3α3
P 10lm(R)−
1
3
l + 1
(2l + 1)!!
2αl
pi
F 10lm(R)
= ASPlm Y
∗
l−1m(Rˆ) +B
SP
lm Y
∗
l+1m(Rˆ),
ASPlm = (−1)l+1
√
4pi
3
(l + 1)blm
l(2l − 1)(2l + 1)
kl−1(x)
Rl
,
BSPlm = (−1)l+1
√
4pi
3
bl+1m
2(2l + 1)
kl+1(x)
Rl
,
(C.30)
ANHANG 174
S(R; lmT10S) =
1
90
1
(2l + 1)!!
2αl+3
pi
G10lm(R)
= CTSlm Y
∗
lm(Rˆ),
CTSlm =
i(−1)l
30
√
4pi
3
m
l(l + 1)(2l + 1)
α2kl(αR)
Rl+1
,
(C.31)
S(R; lmT10T ) =
1
6
1
(2l + 1)!!
2αl+2
pi
F 10lm(R)
= ATTlm Y
∗
l−1m(Rˆ) +B
TT
lm Y
∗
l+1m(Rˆ),
ATTlm =
(−1)l+1
2
√
4pi
3
blm
l(2l − 1)(2l + 1)
α2kl−1(αR)
Rl
,
BTTlm =
(−1)l+1
2
√
4pi
3
bl+1m
l + 1
kl+1(αR)
Rl+2
,
(C.32)
S(R; lmT10P ) =
1
3
1
(2l + 1)!!
2αl+1
pi
G10lm(R)
= CTPlm Y
∗
lm(Rˆ),
CTPlm = i(−1)l
√
4pi
3
m
l(l + 1)(2l + 1)
kl(αR)
Rl+1
,
(C.33)
S(R; lmP10P ) =
1
3
l
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
P 10lm(R)
= BPPlm Y
∗
l+1m(Rˆ),
BPPlm = (−1)l
√
4pi
3
l bl+1m
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)
1
Rl+2
.
(C.34)
Verschiebungsmatrixelemente, Teil 2
Fu¨r die Berechnung von Σρρ′(l) (vgl. (D.55) und Abschnitt C.9) beno¨tigen wir zusa¨tzlich
die folgenden Verschiebungsmatrixelemente.
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S(R; 10T lmS) =
1
3
1
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)!!
2αl+3
pi
Glm10 (R)
= cTSlm Ylm(Rˆ),
cTSlm =
−i
6
√
12pi
m
(l + 1)(2l + 1)2(2l + 3)
α2kl(αR)
Rl+1
,
(C.35)
S(R; 10T lmT ) =
1
3
1
l(l + 1)(2l + 1)!!
2αl+2
pi
F lm10 (R)
= aTTlm Yl−1m(Rˆ) + b
TT
lm Yl+1m(Rˆ),
aTTlm =
1
6
√
12pi
blm
l(2l − 1)(2l + 1)
α2kl−1(αR)
Rl
,
bTTlm =
1
6
√
12pi
bl+1m
l + 1
kl+1(αR)
Rl+2
,
(C.36)
S(R; 10T lmP ) =
1
3
1
l(2l + 1)!!
2αl+1
pi
Glm10 (R)
= cTPlm Ylm(Rˆ),
cTPlm =
−i
6
√
12pi
m
l(2l + 1)
kl(αR)
Rl+1
.
(C.37)
C.8 Berechnung von
∑
m S(R; lmρ
′′10ρ′) u−lmρ(−R)
und
∑
m S(R; lmρ
′′10ρ′) v−lmρ(−R)
Aus den oben bereitgestellten Ausdru¨cken lassen sich nun die spha¨rischen Mittel∑
m
S(R; lmρ10ρ′) u−lmρ′′(−R) und
∑
m
S(R; lmρ′′10ρ′) v−lmρ(−R) gewinnen.
Wir geben beispielhaft die Zusammensetzung von
∑
m
S(R; lmS10S) u−lmS(−R) an
∑
m
S(R; lmS10S) u−lmS(−R) =
(−1)l+1
4pi
[∑
m
fSlmA
SS
lm +
∑
m
gSlmB
SS
lm
]
e0. (C.38)
Die ausgewerteten Summen u¨ber m werden im folgenden aufgelistet.
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∑
m
(−1)l+1fSlmASSlm =
+1
90
√
4pi
3
l + 1
(2l − 1)2(2l + 1)3(2l + 3)α
4
[
kl−1(αR)
Rl
]2
,
∑
m
(−1)l+1fSlmASPlm =
+1
3
√
4pi
3
l + 1
(2l − 1)2(2l + 1)3(2l + 3)α
2
[
kl−1(αR)
Rl
]2
,
(C.39)
∑
m
(−1)l+1fPlmASSlm =
+1
90
√
4pi
3
(l + 1)2
l(2l − 1)2(2l + 1)2α
2
[
kl−1(αR)
Rl
]2
,
∑
m
(−1)l+1fPlmASPlm =
+1
3
√
4pi
3
(l + 1)2
l(2l − 1)2(2l + 1)2
[
kl−1(αR)
Rl
]2
,
(C.40)
∑
m
(−1)l+1gSlmBSSlm =
1
90
√
4pi
3
l
(2l + 1)(2l + 3)
[
kl+1(αR)
Rl+2
]2
,
∑
m
(−1)l+1gSlmBSPlm =
−1
6
√
4pi
3
l
(2l + 1)2(2l + 3)
kl+1(αR)kl+1(αR)
R2l+2
,
∑
m
(−1)l+1gSlmBPPlm =
1
3
√
4pi
3
l2
(l + 1)(2l + 1)2(2l + 3)2
kl+1(αR)
R2l+4
,
(C.41)
∑
m
(−1)l+1gPlmBSSlm =
−1
180
√
4pi
3
l + 1
2l + 1
kl+1(αR)kl+1(αR)
R2l+2
,
∑
m
(−1)l+1gPlmBSPlm =
1
12
√
4pi
3
l + 1
(2l + 1)2
[
kl+1(αR)
Rl
]2
,
∑
m
(−1)l+1gPlmBPPlm =
−1
6
√
4pi
3
l
(2l + 1)2(2l + 3)
kl+1(αR)
R2l+2
,
(C.42)
∑
m
(−1)l+1gvP lmBSSlm =
−1
90
√
4pi
3
(l + 1)
kl+1(αR)
α2R2l+4
,
∑
m
(−1)l+1gvP lmBSPlm =
1
6
√
4pi
3
l + 1
2l + 1
kl+1(αR)
α2R2l+2
,
∑
m
(−1)l+1gvP lmBPPlm =
−1
3
√
4pi
3
l
(2l + 1)(2l + 3)
1
α2R2l+4
,
(C.43)
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∑
m
(−1)lhlmCTSlm =
1
90
√
4pi
3
1
l(l + 1)(2l + 1)
α2
[
kl(αR)
Rl+1
]2
,
∑
m
(−1)lhlmCTPlm =
1
3
√
4pi
3
1
l(l + 1)(2l + 1)
[
kl(αR)
Rl+1
]2
.
(C.44)
C.9 Berechnung von Σρρ′(l)
In diesem Abschnitt berechnen wir die Ausdru¨cke
Σρρ′(l) =
∑
m
S(−R; 10T lmρ) S(R; lmρ′10T ). (C.45)
Unter Verwendung der oben bereitgestellten Ausdru¨cke finden wir fu¨r die nicht ver-
schwindenden Werte von Σρρ′(l) die Darstellungen
ΣSS(l) =
∑
m
(−1)l
4pi
cTSlmC
ST
lm
=
1
36
α2
(2l + 1)2(2l + 3)
[
kl(Y )
Rl+1
]2
,
(C.46)
ΣTT (l) =
∑
m
(−1)l+1
4pi
[aTTlmA
TT
lm + b
TT
lmB
TT
lm ]
=
1
36
1
l + 1
[
kl+1(Y )
Rl+2
]2
+
1
36
α4
l(2l − 1)2(2l + 1)2
[
kl−1(Y )
Rl
]2
,
(C.47)
ΣPS(l) =
∑
m
(−1)l
4pi
cTPlm C
ST
lm
=
1
36
l + 1
l(2l + 1)
[
kl(Y )
Rl+1
]2
.
(C.48)
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C.10 Die Integrale u¨ber modifizierte Besselfunktionen
Wir definieren Integrale u¨ber modifizierte Besselfunktionen durch
I
(1)
l (α, a) =
∫ ∞
2a
[
kl−1(Y )
Rl−1
]2
dR,
I
(3)
l (a) =
∫ ∞
2a
[
1
Rl+1
]2
dR,
I
(13)
l (α, a) =
∫ ∞
2a
kl+1(Y )
R2l+2
dR,
I
(2)
l (α, a) =
∫ ∞
2a
[
kl+1(Y )
Rl−1
]2
dR,
I
(12)
l (α, a) =
∫ ∞
2a
kl+1(Y ) kl+1(Y )
R2l
dR,
I
(23)
l (α, a) =
∫ ∞
2a
kl+1(Y )
R2l
dR.
(C.49)
I
(1)
l (α, a) und I
(13)
l (α, a) formen wir um zu
I
(1)
l (α, a) =

∫ ∞
2a
[
k0(Y )
]2
dR, l = 1,
2
pi
α2l−3
(2l − 3)!!2
∫ ∞
2αa
Y
[
Kl−1/2(Y )
]2
dY, l ≥ 2,
(C.50)
und
I
(13)
l (α, a) =
√
2
pi
α2l+1
(2l + 1)!!
∫ ∞
2αa
Kl+3/2(Y )
Y l+1/2
dY. (C.51)
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Die geschlossenen Ausdru¨cke fu¨r die Integrale, Teil 1
Fu¨r die Integrale (C.49) finden wir die Ausdru¨cke
I
(1)
l (α, a) =

a
2
exp(−4x)
x
, l = 1
1
2
1
(2a)2l−3
[2l − 1
2l − 3kl(2x) kl−2(2x)− k
2
l−1(2x)
]
, l ≥ 2,
I
(3)
l (a) =
1
2l + 1
1
(2a)2l+1
,
I
(13)
l (α, a) =
1
2l + 1
1
(2a)2l+1
kl(2x),
I
(2)
l (α, a) =
4(2l + 1)2
α4
[
I
(1)
l+2(α, a)− 2 I(13)l (α, a) + I(3)l (a)
]
,
I
(12)
l (α, a) = −
2(2l + 1)
α2
[
I
(1)
l+2(α, a)− I(13)l (α, a)
]
,
I
(23)
l (α, a) = −
2(2l + 1)
α2
[
I
(13)
l (α, a)− I(3)l (a)
]
.
(C.52)
Die geschlossenen Ausdru¨cke fu¨r die Integrale, Teil 2
Speziell fu¨r I
(1)
l (α, a) und I
(13)
l (α, a) finden wir fu¨r kleine l–Werte
I
(1)
1 (α, a) =
a
2
exp(−4x)
x
,
I
(1)
2 (α, a) =
1
2a
exp(−4x)[1 + x],
I
(1)
3 (α, a) =
1
24a3
exp(−4x)
[
1 + 4x+ 4x2 +
4
3
x3
]
,
I
(1)
4 (α, a) =
1
160a5
exp(−4x)
[
1 + 4x+
20
3
x2 +
16
3
x3 +
32
15
x4 +
16
45
x5
]
,
(C.53)
und
I
(13)
1 (α, a) =
1
24a3
exp(−2x)[1 + 2x],
I
(13)
2 (α, a) =
1
160a5
exp(−2x)
[
1 + 2x+
4
3
x2
]
.
(C.54)
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Speziell fu¨r Funktionen I
(3)
l (a) finden wir fu¨r kleine l–Werte
I
(3)
1 (a) =
1
24
1
a3
,
I
(3)
2 (a) =
1
160
1
a5
,
I
(3)
3 (a) =
1
896
1
a7
.
(C.55)
Die asymptotischen Entwicklungen, Teil 1: Beliebige l–Werte
Die Funktionen (C.52) haben die Entwicklungen
I
(1)
l (α, a) =
1
2α
δl1 +
1
2l − 3
1
(2a)2l−3
+
(
4a2δl1 − 3
2
δl2
)
α− 1 + δl1
(2l − 5)(2l − 3)
1
(2a)2l−5
α2
+
(
16
3
a4δl1 − 4
3
a2δl2 +
5
18
δl3
)
α3 + O(α4),
I
(2)
l (α, a) =
2
α
δl1 +
1
2l − 3
1
(2a)2l−3
− 2
3
δl2 α+ O(α
2),
I
(3)
l (α, a) =
1
2l + 1
1
(2a)2l+1
,
I
(12)
l (α, a) =
1
2l − 1
1
(2a)2l−1
− δl1α+ O(α2),
I
(13)
l (α, a) =
1
2l + 1
1
(2a)2l+1
+ O(α2),
I
(23)
l (α, a) =
1
2l − 1
1
(2a)2l−1
− 2
3
δl1α+ O(α
2).
(C.56)
Die asymptotischen Entwicklungen, Teil 2: Spezielle l–Werte
Fu¨r l = 1, 2, 3 haben die Funktionen I
(1)
l (α, a) bis O(x
5) die Entwicklungen
I
(1)
1 (α, a) =
1
2α
[
1− 4x+ 8x2 − 32
3
x3 +
32
3
x4 + O(x5)
]
,
I
(1)
2 (α, a) =
1
2a
[
1− 3x+ 4x2 − 8
3
x3 + O(x5)
]
,
I
(1)
3 (α, a) =
1
24a3
[
1− 4x2 + 20
3
x3 − 16
3
x4 + O(x5)
]
.
(C.57)
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Fu¨r l = 1, 2 haben die Funktionen I
(13)
l (α, a) bis O(x
5) die Entwicklungen
I
(13)
1 (α, a) =
1
24a3
[
1− 2x2 + 8
3
x3 − 2x4 + O(x5)
]
,
I
(13)
2 (α, a) =
1
160a5
[
1− 2
3
x2 +
2
3
x4 + O(x5)
]
.
(C.58)
Fu¨r l = 1, 2, 3 haben die Funktionen I
(2)
l (α, a) bis O(x
5) die Entwicklungen
I
(2)
1 (α, a) =
2
α
[
1− x+ 2
3
x3 − 8
15
x4 + O(x5)
]
,
I
(2)
2 (α, a) =
1
2a
[
1− 4
3
x+
2
3
x2 − 5
27
x4 + O(x5)
]
,
I
(2)
3 (α, a) =
1
24a3
[
1− 6
5
x2 +
16
15
x3 − 29
75
x4 + O(x5)
]
.
(C.59)
Fu¨r l = 1, 2 haben die Funktionen I
(12)
l (α, a) bis O(x
5) die Entwicklungen
I
(12)
1 (α, a) =
1
2a
[
1− 2x+ 5
3
x2 − 8
15
x3 − 2
9
x4 + O(x5)
]
,
I
(12)
2 (α, a) =
1
24a3
[
1− 11
5
x2 +
8
3
x3 − 22
15
x4 + O(x5)
]
.
(C.60)
Fu¨r l = 1, 2 haben die Funktionen I
(23)
l (α, a) bis O(x
5) die Entwicklungen
I
(23)
1 (α, a) =
1
2a
[
1− 4
3
x+ x2 − 8
15
x3 +
2
9
x4 + O(x5)
]
,
I
(23)
2 (α, a) =
1
24a3
[
1− x2 + 16
15
x3 − 2
3
x4 + O(x5)
]
.
(C.61)
D Der Zwei–Schleifen–Beitrag zur effektiven Admit-
tanz in erster Ordnung der Dichte
In Kapitel 3 haben wir die effektive Admittanz auf der Basis der vollsta¨ndigen Lo¨sung
des Streuproblems untersucht. Um die Entstehung der Langzeitkoeffizienten besser zu ver-
stehen, erga¨nzen wir diese Betrachtungen durch eine komplette Berechnung des Zwei–
Schleifen–Beitrages.
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D.1 Der Zwei-Schleifen–Beitrag zur effektiven translativen Ad-
mittanz
Wir betrachten wieder die Bewegung des ausgezeichneten Teilchens Nummer 1 in einer
Suspension von Kugeln. Kugel 1 befindet sich im Ursprung und nur auf dieses Teilchen
wirkt eine a¨ußere Kraft E1ω.
Die mittlere Geschwindigkeit 〈U1ω〉 von Kugel 1 ist bis zur ersten Ordnung im Volu-
menanteil O(φ) gegeben durch
〈U1ω〉 = USt1ω + φ Û1ω + O(φ2). (D.1)
Die Geschwindigkeit Û1ω ist nach (3.2.5) und (3.2.6) fu¨r ein verdu¨nntes System harter
Kugeln gegeben durch
Û1ω = Ŷt(ω) E1ω
=
3
a3
∫ ∞
2a
Û1ω(R) R
2 dR
(D.2)
mit der mittleren konvektiven Geschwindigkeit Û1ω(R) = Û1ω(R). Fu¨r eine Funktion f(R)
bezeichnet f(R) das Mittel u¨ber alle Winkel f(R) = 1
4pi
∫
f(R) dΩR. Weiter ist Û1ω(R)
die Geschwindigkeitsa¨nderung, welche Teilchen 1 durch die Ru¨ckstreuung des durch seine
Bewegung erzeugten Flusses an einer zweiten Kugel im Abstand R erfa¨hrt. Die konvektive
Geschwindigkeit Û1ω(R) la¨ßt sich durch die Lo¨sung des im zweiten Kapitel behandelten
Streuproblems gewinnen.
Wir berechnen im folgenden im Detail den Zwei–Schleifen–Beitrag Û
(2)
1ω (R) der kon-
vektiven Geschwindigkeit und daraus den Zwei–Schleifen–Beitrag Ŷ
(2)
t (ω) des Wechselwir-
kungsanteils der translativen Admittanz.
Die Berechnung des Ringdiagramms
Wir betrachten zwei Kugeln mit Abstand R in einer Flu¨ssigkeit. Kugel 1 bewegt sich
durch Einwirkung einer a¨ußeren Kraft E1ω und erzeugt dadurch einen prima¨ren Stokes-
fluß vStω (r1). Der Stokesfluß wird an Kugel 2 gestreut und erzeugt dort einen sekunda¨ren
Streufluß v
(2)
2ω (r2), der seinerseits auf Kugel 1 einwirkt und bei dieser zu einer Geschwin-
digkeitsa¨nderung Û
(2)
1ω (R) fu¨hrt. Wir wa¨hlen im folgenden speziell E1ω = E1ω e0 in z–
Richtung.
Den Stokesfluß vStω (r1) stellen wir analog zu (1.7.42) durch auslaufende STP-Wellen dar
vStω (r1) =
∑
ρ
cSt(1|10ρ) u−10ρ(r1). (D.3)
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Die Koeffizienten des Stokesflusses sind u¨ber (1.9.50) und (1.9.29) durch
cSt(1|10ρ) = −
∑
ρ′
Xρρ′(1) d
St(1|10ρ′) (D.4)
gegeben.
Wir zerlegen den Stokesfluß in einlaufende Wellen bei Kugel 2
vStω (r1) =
∑
lmρ
c+(2|lmρ) u+lmρ(r2). (D.5)
Die Entwicklungskoeffizienten c+(2|lmρ) erhalten wir durch Anwendung des Verschiebungs-
satzes (2.2.10)
c+(2|lmρ) =
∑
ρ′
S(R; lmρ10ρ′) cSt(1|10ρ′). (D.6)
Der Stokesfluß vStω (r1) wird an Kugel 2 gestreut und erzeugt einen sekunda¨ren Streufluß
v
(2)
2ω (r2) =
∑
lmρ
c−(2|lmρ) u−lmρ(r2). (D.7)
Die Koeffizienten c−(2|lmρ) sind nach (1.9.49) u¨ber den konvektiven Streuoperator gegeben
durch
c−(2|lmρ) =
∑
ρ′
X̂ρρ′(l) c
+(2|lmρ′). (D.8)
Ausgedru¨ckt durch einlaufende Wellen bei Kugel 1 lautet der sekunda¨re Streufluß
v
(2)
2ω (r2)
v
(2)
2ω (r2) =
∑
lmρ
c˜+(1|lmρ) u+lmρ(r1)
= v
(2)
10ω(r1),
(D.9)
wobei v
(2)
10ω(r1) in der Notation von Kapitel 2 den Zwei–Schleifen–Beitrag zum modifizierten
einfallenden Fluß v10ω(r1) bei Kugel 1 bezeichnet.
Unter Verwendung von (1.9.38) erhalten wir analog zu (2.4.15) fu¨r Û
(2)
1ω (R) die Dar-
stellung
Û
(2)
1ω (R) =
√
3
4pi
∑
m
(
βt(ω)
γt(ω)
)T
·
(
c˜+(1|1mS)
c˜+(1|1mP )
)
em. (D.10)
Fu¨r die spha¨risch gemittelte Geschwindigkeit Û
(2)
1ω (R) = Û
(2)
1ω (R) gilt
Û
(2)
1ω (R) = Û
(2)
0 (R) e0 (D.11)
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mit
Û
(2)
0 (R) =
√
3
4pi
(
βt(ω)
γt(ω)
)T
·
(
c˜+(1|10S)
c˜+(1|10P )
)
. (D.12)
Als na¨chstes werden wir die gemittelten Koeffizienten c˜+(1|10ρ) bestimmen.
Der gemittelte modifizierte einfallende Fluß v
(2)
10ω(r1)
Die Koeffizienten c˜+(1|1mρ) lassen sich aus den Koeffizienten c−(2|lmρ) des Sekunda¨rflus-
ses in (D.8) unter einer zweiten Anwendung des Verschiebungssatzes (2.2.10) bestimmen.
Wir gehen hier einen anderen Weg und bestimmen sie aus dem modifizierten einfallenden
Fluß im Ursprung v
(2)
10ω(0).
Der u¨ber alle Positionen der zweiten Kugel mit Abstand R gemittelte modifizierte
einfallende Fluß v
(2)
10ω(r1) ist spha¨risch symmetrisch, woraus folgt, daß er zerlegt werden
kann in der Form
v
(2)
10ω(r1) = c˜
+(1|10S) u+10S(r1) + c˜+(1|10P ) u+10P (r1). (D.13)
Mit u+10S(0) =
√
3
4pi
e0 und u
+
10P (0) = 0 folgt daraus
c˜+(1|10S) =
√
4pi
3
e∗0 · v(2)10ω(0). (D.14)
Um c˜+(1|10P ) zu bestimmen arbeiten wir mit Ergebnissen aus dem NMP–System.
Analog zu (D.13) gilt
v
(2)
10ω(r1) = c˜
+(1|10N) v+10N(r1) + c˜+(1|10P ) v+10P (r1). (D.15)
Aus den U¨bersetzungsgleichungen (1.8.15) folgt
c˜+(1|10P ) = −α
2
30
c˜+(1|10P ). (D.16)
Analog zu (D.7) schreiben wir den modifizierten einfallenden Fluß in der Form
v
(2)
10ω(r1) = v
N
10ω(r1) + v
M
10ω(r1) + v
P
10ω(r1) (D.17)
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mit
vσ10ω(r1) =
∑
lm
c−(2|lmσ) v−lmσ(r2). (D.18)
Einsetzen von (1.8.19) in (D.7) und vergleichen mit (D.17) liefert die Identita¨t
c−(2|lmP ) = c−(2|lmP ). (D.19)
Wir zeigen nun, daß c˜+(1|10P ) sich aus vP10ω(r1) gewinnen la¨ßt.
Aus den NMP–Verschiebungssa¨tzen (2.2.1) folgt wegen (2.2.5), daß N– und M–Wellen
nicht mit P–Wellen mischen. Daraus folgt wegen der spha¨rischen Symmetrie von v
(2)
10ω(r1)
c˜+(1|10P ) v+10P (r1) = vP10ω(r1). (D.20)
Ausgewertet im Ursprung erhalten wir daraus mit (D.19) die Darstellung
c˜+(1|10P ) =
√
4pi
3
e∗0 · vP10ω(0)
=
√
4pi
3
e∗0 ·
∑
lm
c−(2|lmP ) v−lmP (−R).
(D.21)
Mit (D.16) folgt daraus
c˜
+
(1|10P ) = −α
2
30
√
4pi
3
e∗0 ·
∑
lm
c−(2|lmP ) v−lmP (−R). (D.22)
Einsetzen von (D.14) und (D.22) in (D.12) liefert
Û
(2)
0 (R) =
(
βt(ω)
γt(ω)
)T
·
(
e∗0 · v(2)10ω(0)
−α2
30
e∗0 · vP10ω(0)
)
. (D.23)
Die Auswertung, Teil 1: Mittelung u¨ber die Winkel
Wir streben eine Darstellung von Û
(2)
0 (R) an, in der die Beitra¨ge durch konfigurations-
abha¨ngige Gro¨ßen und a¨ußere Einwirkung deutlich sichtbar sind.
Dazu schreiben wir zuna¨chst die gemittelten Flu¨sse v
(2)
10ω(0) und v
P
10ω(0), ausgewertet
im Ursprung, unter Verwendung von (1.9.48), (D.8), (D.18) und (D.21) als
v
(2)
10ω(0) =
∑
lρ1ρ2
Ẑρ1ρ2(l) C
ρ1ρ2
S (R; l) E1ω,
vP10ω(0) =
∑
lρ1ρ2
Ẑρ1ρ2(l) C
ρ1ρ2
P (R; l) E1ω,
(D.24)
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mit Koeffizienten Cρ1ρ2S (R; l), C
ρ1ρ2
P (R; l) gegeben durch
Cρ1ρ2S (R; l) E1ω = (−1)
∑
ρ
Gρρ1(l)
∑
m
c+(2|lmρ2) u−lmρ(−R) · e∗0,
Cρ1ρ2P (R; l) E1ω = (−1) GPρ1(l)
∑
m
c+(2|lmρ2) v−lmP (−R) · e∗0.
(D.25)
Die nicht–verschwindenden Matrixelemente des Greenschen Operators in der STP–Dar-
stellung Gρρ′(l) sind in (1.9.42) angegeben.
Die Koeffizienten Cρ1ρ2S (R; l), C
ρ1ρ2
P (R; l) beschreiben die hydrodynamischen Wechsel-
wirkungen.
Wir definieren Koeffizienten Cρ1ρ2t (R; l) durch
Cρ1ρ2t (R; l) = βt(ω) C
ρ1ρ2
S (R; l)−
α2
30
γt(ω) C
ρ1ρ2
P (R; l). (D.26)
Damit ko¨nnen wir (D.23) unter Verwendung von (D.24) in der Form
Û
(2)
0 (R) =
∑
lρ1ρ2
Ẑρ1ρ2(l) C
ρ1ρ2
t (R; l) E1ω (D.27)
darstellen.
Bei der Berechnung von Cρ1ρ2S (R; l), C
ρ1ρ2
P (R; l) nach (D.25) mu¨ssen wir komplizierte
Mittel vom Typ c+(2|lmρ2) u−lmρ(−R) auswerten.
Einsetzen von (D.6) liefert∑
m
c+(2|lmρ2) u−lmρ(−R) =
∑
ρ′
[∑
m
S(R; lmρ210ρ′) u−lmρ(−R)
]
cSt(1|10ρ′). (D.28)
Einen entsprechenden Ausdruck findet man fu¨r c+(2|lmρ2) v−lmP (−R).
Auf die Berechnung der beno¨tigten Ausdru¨cke fu¨r
∑
m
S(R; lmρ210ρ′) u−lmρ(−R) und∑
m
S(R; lmρ210ρ′) v−lmP (−R) gehen wir in der Formelsammlung in Anhang C ein.
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Fu¨r Cρ1ρ2t (R; l) findet man damit die Ausdru¨cke
CSSt (R; l) =
−1
12piη2
[
β2t (ω)
(
(l + 1)2
l(2l − 1)2(2l + 1)2
[
kl−1(Y )
Rl
]2
+
1
4
l + 1
(2l + 1)2
[
kl+1(Y )
Rl
]2)
,
+ (l + 1)
γ2t (ω)
900
[
1
Rl+2
]2
− γt(ω)
30
βt(ω)
l + 1
2l + 1
kl+1(Y )
R2l+2
]
,
CSPt (R; l) =
−1
12piη2
l
(2l + 1)(2l + 3)
γt(ω)
[
γt(ω)
30
1
R2l+4
− 1
2
βt(ω)
1
2l + 1
kl+1(Y )
R2l+2
]
,
CTTt (R; l) =
−1
12piη2
1
l(l + 1)(2l + 1)
β2t (ω)
[
kl(Y )
Rl+1
]2
,
CPSt (R; l) = C
SP (R; l),
CPPt (R; l) =
−1
12piη2
l2γ2t (ω)
(l + 1)(2l + 1)2(2l + 3)2
[
1
Rl+2
]2
.
(D.29)
Die Auswertung, Teil 2: Integral u¨ber den Abstand
Den Zwei–Schleifen–Beitrag des Wechselwirkungsanteils der translativen Admittanz Ŷ
(2)
t (ω)
ko¨nnen wir wegen (D.2), (D.11) und (D.27) schreiben als
Ŷ
(2)
t (ω) =
∑
lρ1ρ2
Ẑρ1ρ2(l) Γ
ρ1ρ2
t (l), (D.30)
mit Koeffizienten
Γρ1ρ2t (l) =
3
a3
∫ ∞
2a
Cρ1ρ2t (R; l) R
2 dR. (D.31)
Fu¨r die Koeffizienten Γρ1ρ2t (l) findet man die Ausdru¨cke
ΓSSt (l) =
−1
4pia3η2
[
β2t (ω)
(
(l + 1)2
l(2l − 1)2(2l + 1)2 I
(1)
l (α, a) +
1
4
l + 1
(2l + 1)2
I
(2)
l (α, a)
)
,
+ (l + 1)
γ2t (ω)
900
I
(3)
l (a)−
γt(ω)
30
βt(ω)
l + 1
2l + 1
I
(23)
l (α, a)
]
,
ΓSPt (l) =
−1
4pia3η2
l
(2l + 1)(2l + 3)
γt(ω)
[
γt(ω)
30
I
(3)
l (a)−
1
2
βt(ω)
1
2l + 1
I
(23)
l (α, a)
]
,
ΓTTt (l) =
−1
4pia3η2
1
l(l + 1)(2l + 1)
β2t (ω) I
(1)
l+1(α, a),
ΓPSt (l) = Γ
SP (l),
ΓPPt (l) =
−1
4pia3η2
l2γ2t (ω)
(l + 1)(2l + 1)2(2l + 3)2
I
(3)
l (a).
(D.32)
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Die Integrale I
(1)
l (α, a), I
(2)
l (α, a), I
(3)
l (a) und I
(23)
l (α, a) werden in der Formelsammlung in
Anhang C angegeben.
Die Auswertung, Teil 3: Asymptotische Ausdru¨cke fu¨r kleine Frequenzen α
Mit den asymtotischen Ausdru¨cken (1.10.22) der Funktionen βt(ω), γt(ω), γt(ω) und der
Integrale I
(1)
l (α, a), I
(2)
l (α, a) und I
(23)
l (α, a) aus der Formelsammlung in Anhang C erhalten
wir fu¨r Γρ1ρ2t (l) die Entwicklungen
ΓSSt (l) =
−1
4piη2
1
nSSl
[
1
a3
δl1
1
α
+
l(2l − 3) + 4
4l−1(2l − 3)(2l − 1)
1
a2l
− lS
30 · 4l−1
1
a2l+2
,
+
l(2l − 1)S2
900 · 4l
1
a2l+4
+
({
16
3a
+
2S
45a3
}
δl1 − 1
a3
δl2
)
α
]
+ O(α2),
ΓSPt (l) =
−1
4piη2
1
nSPl
[
− l
4l(2l + 3)
1
a2l+2
+
l(2l − 1)S
15 · 4l+1(2l + 3)
1
a2l+4
+
1
15a3
δl1α
]
+ O(α2),
ΓTTt (l) =
−1
4piη2
1
nTTl
[
2
4l(2l − 1)
1
a2l+2
− 3
2a3
δl1α
]
+ O(α2)
ΓPSt (l) = Γ
SP
t (l),
ΓPPt (l) =
−1
4piη2
1
nPPl
l
4l+1(2l + 3)
1
a2l+4
+ O(α2).
(D.33)
Die Zusammenstellung der Ergebnisse
Wir setzen die asymptotischen Entwicklungen (1.10.25) und (D.33) in (D.30) ein und er-
halten fu¨r Ŷ
(2)
t (0)
Ŷ
(2)
t (0) =
∑
lρ1ρ2
Ẑ [0]ρ1ρ2(l) Γ
ρ1ρ2[0]
t (l). (D.34)
Speziell fu¨r Haft–Randbedingungen finden wir
Ŷ
(2)
t (0) ≈
−1.70
6piηa
. (D.35)
Beitra¨ge in O(α) zum Entwicklungskoeffizienten Ŷ
(2)[1]
t kommen nur von den Funktionen
I
(1)
l (α, a), I
(2)
l (α, a) zu l = 1, 2. Diese kommen nur in den Koeffizienten Γ
SS
t (1) und Γ
SS
t (2)
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vor. Wir finden fu¨r Ŷ
(2)[1]
t die Darstellung
Ŷ
(2)[1]
t = Ẑ
[2]
SS(1) Γ
SS[−1]
t (1) + Ẑ
[0]
SS(2) Γ
SS[1]
t (2). (D.36)
Explizit finden wir damit den Ausdruck
Ŷ
(2)[1]
t =
1
6piηa
[
3
2a3
Z˜
[0]
SS(2)−
1
2
∆µ
]
αa. (D.37)
Damit haben wir das Ergebnis aus (3.3.35) wiedergefunden.
In Abschnitt 3.3.2 haben wir im Detail die Entwicklungen von I
(1)
l (α, a), I
(2)
l (α, a) zu
l = 1, 2 durchgefu¨hrt.
Fu¨r den Zwei–Schleifen–Beitrag zur translativen Admittanz Y
(2)
t (ω) erhalten wir
Y
(2)
t (ω) = Y
(2)
t (0)−B(2)t
√−iω + O(ω), (D.38)
mit
B
(2)
t = Bt
[
1−
(
3
2a2
Z˜
[0]
SS(2)−
1
2
a∆µ
)
φ
]
. (D.39)
Wir halten weiter folgende Punkte fest
• Der Beitrag in erster Ordnung O(α) ist nur duch SS–Beitra¨ge zu l = 1, 2 bestimmt.
Es mu¨ssen alle Kugelabsta¨nde beru¨cksichtigt werden. Es reicht nicht aus, sich auf
Beitra¨ge bei großen Kugelabsta¨nden zu beschra¨nken. Approximiert man zum Beispiel
den sekunda¨ren Streufluß v
(2)
10ω(r1) bei Kugel 1 als gleichfo¨rmig durch den Wert im
Ursprung v
(2)
10ω(0) , findet man nur den Term ∝ ∆µ.
• Der Koeffizient ist exakt: Weitere Reflexionen liefern keinen Beitrag in Ordnung O(α)
mehr.
• Der Langzeitkoeffizient la¨ßt sich durch konvektive Widerstandsmatrixelemente bei
Frequenz ω = 0 darstellen.
• Die entsprechende Rechnung in der NMP–Darstellung liefert viele Singularita¨ten in
α. Es ist nicht einfach ersichtlich, wie die Terme konvergent zusammengefaßt werden
mu¨ssen. Es la¨uft darauf hinaus, die Beitra¨ge zu kl(Y ) von Hand zusammenzusuchen.
• Der fu¨r Ŷ(2)t (0) in der Zwei–Schleifen–Na¨herung berechnete Wert weicht um 7% vom
Wert (3.3.9) der kompletten Lo¨sung ab.
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D.2 Der Zwei-Schleifen–Beitrag zur effektiven rotativen Admit-
tanz
Wir gehen weitgehend in Analogie zur Behandlung des Zwei–Schleifen–Beitrages im Fall
der Translation vor. Auf Teilchen 1 wirkt nun ein a¨ußeres Drehmoment N1ω.
Die mittlere Rotationsgeschwindigkeit 〈Ω1ω〉 von Kugel 1 ist bis zur ersten Ordnung
im Volumenanteil O(φ) gegeben durch
〈Ω1ω〉 = ΩSt1ω + φ Ŵ1ω + O(φ2). (D.40)
Die Geschwindigkeit Ŵ1ω ist nach (3.2.5) und (3.2.6) fu¨r harte Kugeln gegeben durch
Ŵ1ω = Ŷr(ω) N1ω
=
3
a3
∫ ∞
2a
Ŵ1ω(R) R
2 dR
(D.41)
mit der mittleren konvektiven Geschwindigkeit Ŵ1ω(R) = Ω̂1ω(R). Hierbei ist Ω̂1ω(R)
die A¨nderung der Rotationsgeschwindigkeit, welche Teilchen 1 durch die Ru¨ckstreuung des
durch seine Bewegung erzeugten Flusses an einer zweiten Kugel im Abstand R erfa¨hrt.
Ω̂1ω(R) la¨ßt sich durch die Lo¨sung des im zweiten Kapitel behandelten Streuproblems
gewinnen. Wir berechnen im folgenden den Zwei–Schleifen–Beitrag Ω̂
(2)
1ω (R).
Die Berechnung des Ringdiagramms
Wir betrachten zwei Kugeln mit Abstand R in einer Flu¨ssigkeit. Kugel 1 bewegt sich
durch Einwirkung eines a¨ußeren Drehmomentes N1ω und erzeugt dadurch einen prima¨ren
Stokesfluß vStω (r1). Der Stokesfluß wird an der zweiten Kugel gestreut und erzeugt dort
einen sekunda¨ren Streufluß v
(2)
2ω (r2), der seinerseits auf Kugel 1 einwirkt und bei dieser
zu einer A¨nderung Ω̂
(2)
1ω (R) der Rotationsgeschwindigkeit fu¨hrt. Wir wa¨hlen im folgenden
speziell N1ω = N1ω e0 in z–Richtung.
Den Stokesfluß vStω (r1) stellen wir analog zu (1.7.42) durch auslaufende STP-Wellen dar
vStω (r1) = c
St(1|10T ) u−10T (r1). (D.42)
Die Koeffizienten des Stokesfluß sind u¨ber (1.9.50) und (1.9.29) durch
cSt(1|10T ) = −XTT (1) dSt(1|10T ) (D.43)
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gegeben.
Wir zerlegen den Stokesfluß in einlaufende Wellen bei Kugel 2
vStω (r1) =
∑
lmρ
c+(2|lmρ) u+lmρ(r2). (D.44)
Die Entwicklungskoeffizienten c+(2|lmρ) erhalten wir durch Anwendung des Verschiebungs-
satzes (2.2.10)
c+(2|lmρ) = S(R; lmρ10T ) cSt(1|10T ). (D.45)
Der Stokesfluß vStω (r1) wird an Kugel 2 gestreut und erzeugt einen sekunda¨ren Streufluß
v
(2)
2ω (r2) =
∑
lmρ
c−(2|lmρ) u−lmρ(r2). (D.46)
Die Koeffizienten c−(2|lmρ) sind nach (1.9.49) u¨ber den konvektiven Streuoperator gegeben
durch
c−(2|lmρ) =
∑
ρ′
X̂ρρ′(l) c
+(2|lmρ′). (D.47)
Ausgedru¨ckt durch einlaufende Wellen bei Kugel 1 lautet der sekunda¨re Streufluß
v
(2)
2ω (r2)
v
(2)
2ω (r2) =
∑
lmρ
c˜+(1|lmρ) u+lmρ(r1)
= v
(2)
10ω(r1),
(D.48)
wobei v
(2)
10ω(r1) in der Notation von Kapitel 2 den Zwei–Schleifen–Beitrag zum modifizierten
einfallenden Fluß v10ω(r1) bei Kugel 1 bezeichnet.
Die Koeffizienten c˜+(1|lmρ) erhalten wir durch eine weitere Anwendung des Verschie-
bungssatzes (2.2.10)
c˜+(1|lmρ) =
∑
l′m′ρ′
S(−R; lmρl′m′ρ′) c−(2|l′m′ρ′). (D.49)
Unter Verwendung von (1.9.39) erhalten wir fu¨r Ω̂
(2)
1ω (R) die Darstellung
Ω̂
(2)
1ω (R) =
√
3
4pi
2a2
3
g1(x)γr(ω)
∑
m
c˜+(1|1mT ) em. (D.50)
Fu¨r die spha¨risch gemittelte Geschwindigkeit Ŵ
(2)
1ω (R) = Ω̂
(2)
1ω (R) gilt
Ŵ
(2)
1ω (R) = Ŵ
(2)
0 (R) e0 (D.51)
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mit
Ŵ
(2)
0 (R) =
√
3
4pi
2a2
3
g1(x)γr(ω) c˜
+(1|10T ). (D.52)
Als na¨chstes bestimmen wir den gemittelten Koeffizienten c˜+(1|10T ).
Auswertung, Teil 1: Mittelung u¨ber die Winkel
Wir separieren konfigurationsabha¨ngige Gro¨ßen und a¨ußere Einwirkung und schreiben
(D.52) in der Form
Ŵ
(2)
0 (R) =
∑
lρ1ρ2
Ẑρ1ρ2(l) C
ρ1ρ2
r (R; l) N1ω. (D.53)
Die Koeffizienten Cρ1ρ2r (R; l) sind gegeben durch
Cρ1ρ2r (R; l) =
−3
4piη
wr(ω)
∑
ρ
Gρρ1(l) Σρρ2(l), (D.54)
mit
Σρρ′(l) =
∑
m
S(−R; 10T lmρ) S(R; lmρ′10T ). (D.55)
Die nicht–verschwindenden Matrixelemente des Greenschen Operators in der STP–Darstellung
Gρρ′(l) sind in (1.9.42) angegeben.
Ausdru¨cke fu¨r Σρρ′(l) werden in der Formelsammlung in Anhang C bereitgestellt. Man
findet als nichtverschwindende Beitra¨ge
ΣSS(l) =
1
36
α2
(2l + 1)2(2l + 3)
[
kl(Y )
Rl+1
]2
,
ΣTT (l) =
1
36
1
l + 1
[
kl+1(Y )
Rl+2
]2
+
1
36
α4
l(2l − 1)2(2l + 1)2
[
kl−1(Y )
Rl
]2
,
ΣPS(l) =
1
36
l + 1
l(2l + 1)
[
kl(Y )
Rl+1
]2
.
(D.56)
Fu¨r die Koeffizienten Cρ1ρ2r (R; l) erha¨lt man damit
CSSr (R; l) =
−3
4piη2
wr(ω) ΣPS(l),
CTTr (R; l) =
−3
4piη2
wr(ω) ΣTT (l),
CSPr (R; l) = C
PS
r (R; l) = C
PP
r (R; l) = 0.
(D.57)
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Auswertung, Teil 2: Integral u¨ber den Abstand
Den Zwei–Schleifen–Beitrag des Wechselwirkungsanteils der rotativen Admittanz Ŷ
(2)
r (ω)
ko¨nnen wir wegen (D.41) und (D.53) schreiben als
Ŷ(2)r (ω) =
∑
lρ1ρ2
Ẑρ1ρ2(l) Γ
ρ1ρ2
r (l), (D.58)
mit Koeffizienten
Γρ1ρ2r (l) =
3
a3
∫ ∞
2a
Cρ1ρ2r (R; l) R
2 dR. (D.59)
Fu¨r die Koeffizienten Γρ1ρ2r (l) findet man die Ausdru¨cke
ΓSSr (l) =
−1
8piη2a3
wr(ω)
l + 1
2l(2l + 1)
I
(1)
l+1(α, a),
ΓTTr (l) =
−1
8piη2a3
wr(ω)
[
1
2(l + 1)
I
(1)
l+2(α, a) +
α4
2l(2l − 1)2(2l + 1)2 I
(1)
l (α, a)
]
,
ΓSPr (l) = Γ
PS
r (l) = Γ
PP
r (l) = 0.
(D.60)
Auswertung, Teil 3: Asymptotische Ausdru¨cke fu¨r kleine Frequenzen α
Mit den asymptotischen Ausdru¨cken der Integrale I
(1)
l (α, a), I
(2)
l (α, a) und I
(23)
l (α, a) aus
der Formelsammlung in Anhang C erhalten wir fu¨r die von Null verschiedenen Γρ1ρ2r (l) die
Entwicklungen
ΓSSr (l) =
1
8piη2a3
wr(ω)
nSSl
[ −1
(2a)2l−1
+
3
2
δl1α+
1
2l − 3
1
(2a)2l−3
α2 +
(
4
3
δl1 − 5
6
δl2
)
α3 + O(α4)
]
,
ΓTTr (l) =
1
8piη2a3
wr(ω)
nTTl
[−l
2
1
(2a)2l+1
+
l
2(2l − 1)
1
(2a)2l−1
α2 − 3
4
δl1α
3 + O(α4)
]
.
(D.61)
Die Hilfsfunktion wr(ω) leistet wegen (2.4.21) keinen Beitrag in O(α) und O(α
3) zu Γρ1ρ2r (l).
Die Zusammenstellung der Ergebnisse
Wir setzen die asymptotischen Entwicklungen (1.10.25) und (D.61) in (D.58) ein und er-
halten fu¨r Ŷ
(2)
r (ω) die Entwicklung
Ŷ(2)r (ω) = Ŷ
(2)
r (0) + Ŷ
(2)[2]
r α
2 + Ŷ(2)[3]r α
3 + O(α4) (D.62)
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mit den Koeffizienten
Ŷ(2)r (0) =
∑
l≥2
[
Ẑ
[0]
SS(l) Γ
SS[0]
r (l) + Ẑ
[0]
TT (l) Γ
TT [0]
r (l)
]
,
Ŷ(2)[3]r = Ẑ
[0]
SS(2) Γ
SS[3]
r (2) + Ẑ
[3]
SS(2) Γ
SS[0]
r (2) + Ẑ
[2]
SS(1) Γ
SS[1]
r (1).
(D.63)
Unter Verwendung von (1.10.21) erhalten wir fu¨r Ŷ
(2)[3]
r in der Zwei–Schleifen–Na¨herung
den Ausdruck
Ŷ(2)[3]r =
1
8piηa3
[
− 5
6
Z˜
[0]
SS(2) +
1
60a3
[Z˜
[0]
SS(2)]
2 +
1
2
a3 ∆µ
]
. (D.64)
Der Zwei–Schleifen–Beitrag Ŷ
(2)[3]
r liefert nur die ersten drei Terme aus dem Anfangsstu¨ck
der kompletten Lo¨sung Ŷ
[3]
r in (3.3.51) mit (3.3.50).
Speziell fu¨r harte Kugeln mit Haft–Randbedingungen findet man
Ŷ(2)r (0) =
−1
8piηa3
∞∑
l=2
[2l + 1
4l
+
l
4l+1
]
=
−1
8piηa3
25
48
≈ −0.52
8piηa3
,
Ŷ(2)[3]r =
1
8piη
[
− 95
48
+
1
2
∆µ
]
≈ 1
8piη
[
− 1.979 + 0.5 ∆µ
]
.
(D.65)
Fu¨r den Zwei–Schleifen–Beitrag zur rotativen Admittanz Y
(2)
r (ω) finden wir
Y(2)r (ω) = Y
(2)
r (0) +
Y
(2)[2]
r
ν
(−iω) +B(2)r (−iω)3/2 + O(ω2), (D.66)
mit
B(2)r = Br
[
1 +
(
− 5
2a3
Z˜
[0]
SS(2) +
1
20a6
[Z˜
[0]
SS(2)]
2 +
3
2
∆µ
)
φ
]
. (D.67)
Wir halten folgende Punkte fest
• Der Langzeitkoeffizient Ŷ(2)[3]r la¨ßt sich durch konvektive Widerstandsmatrixelemente
bei Frequenz ω = 0 darstellen.
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• Der Langzeitkoeffizient ist in dieser Na¨herung nur durch SS–Beitra¨ge bestimmt.
• Der in der Zwei–Schleifen–Na¨herung berechnete Wert fu¨r Ŷ(2)r (0) weicht um 17%
vom Wert (3.3.9) der kompletten Lo¨sung ab. Bei der Rotationsbewegung liefert der
Zwei–Schleifen–Beitrag daher eine deutlich schlechtere Na¨herung als bei der Trans-
lationsbewegung.
• Der Zwei–Schleifen–Beitrag −1.979 zu Ŷ(2)[3]r entspricht dem Wert zu l = 3 in der
Tabelle auf Seite 135 und ist bereits eine gute Na¨herung zum Beitrag −1.99 von Ŷ[3]r
aus der vollsta¨ndigen Lo¨sung des Streuproblems in (3.3.53). Der erste Term in (D.64)
−5
6
eZ[0]SS(2)
a3
liefert alleine einen Beitrag −25
12
≈ −2.083.
• Der erste und der dritte Term in (D.67), sind identisch mit den Ausdru¨cken, wel-
che man aus dem effektiven Medium Bild erha¨lt; vgl. (4.2.6). Der mittlere Beitrag,
proportiaonal zu [Z˜
[0]
SS(2)]
2, wird nicht durch die makroskopischen U¨berlegungen im
effektiven Medium Bild erfaßt. In Anhang F.2 zeigen wir im Detail, wie dieser Term
durch die erste Reflexion eines im Ursprung singula¨ren Flusses an einer Kugel repro-
duziert werden kann.
E Die Langzeitbewegung von zwei Kugeln in einem
einlaufenden Fluß
Wir betrachten die konvektive Bewegung von zwei identischen Kugeln in einem einlaufen-
den Fluß v0ω(r). Auf die Kugeln wirken keine a¨ußeren Kra¨fte oder Drehmomente. Kugel 1
befindet sich im Ursprung R1 = 0 und Kugel 2 befindet sich im Punkt R2 = R.
Der einlaufende Fluß verleiht den Kugeln konvektive Geschwindigkeiten Ûiω und Ω̂iω.
Wir interessieren uns fu¨r die Relativgeschwindigkeit der Kugel im Ursprung und der
Flu¨ssigkeit fu¨r spa¨te Phasen der Bewegung.
Zur Behandlung des Problems greifen wir auf den in Kapitel 2 entwickelten Streuforma-
lismus zuru¨ck, siehe auch Abb. E.1. Durch wiederholte Reflexion des einfallenden Flusses
v0ω(r) an den Kugeln wirkt auf Kugel i ein modifizierter einfallender Fluß vi0ω(ri).
Der modifizierte einfallende Fluß wird durch (2.1.6) gegeben
vi0ω(ri) = v0ω(ri +Ri) + vjω(rj), j 6= i. (E.1)
Als Na¨herung fu¨r den Streufluß vjω(rj) beru¨cksichtigen wir zuna¨chst nur die erste Reflexion
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v
(1)
jω (rj)
v
(1)
jω (rj) =
∫
Vj
X̂α(rj, r
′
j) · v0ω(r′j +Rj) dr′j. (E.2)
Der Beitrag v
(1)
jω (rj) beru¨cksichtigt die hydrodynamischen Wechselwirkungen der Kugeln
in niedrigster Ordnung.
Der bei Kugel j einlaufende Fluß erzeugt dort eine konvektive Kraftdichte F̂
(1)
jω (rj)
F̂
(1)
jω (rj) = −
∫
Vj
Ẑα(rj, r
′
j) · v0ω(r′j +Rj) dr′j. (E.3)
Da wir uns nur fu¨r den von F̂
(1)
jω (rj) erzeugten Streufluß außerhalb von Kugel j interes-
sieren, ko¨nnen wir die induzierte Kraftdichte durch die reduzierte Kraftdichte F̂
(1)
jb (rj) aus
(1.9.5) ersetzen.
Der Streufluß v
(1)
jω (rj) la¨st sich durch die reduzierte Kraftdichte darstellen
v
(1)
jω (rj) =
∫
Vj
Gα(rj, r
′
j) · F̂(1)jb (r′j) dr′j, |r′j| > a. (E.4)
Die konvektiven Geschwindigkeiten von Kugel i werden nach (1.6.9) und (1.6.21) gege-
ben durch (
Ûiω
Ω̂iω
)
=
(
γt(ω) vi0ω(ri)
Si
+ δt(ω)
(
vi0ω(ri)
Vi − vi0ω(ri)Si
)
γr(ω) ri × vi0ω(ri)Si
)
. (E.5)
Wir untersuchen nun den Einfluß der hydrodynamischen Wechselwirkungen auf die
Langzeitkoeffizienten der Kugelgeschwindigkeiten fu¨r zwei spezielle einlaufende Flu¨sse.
E.1 Die konvektive Bewegung der Kugeln fu¨r v0ω(r) = ez
Wir betrachten die konvektive Langzeitbewegung der beiden Kugeln fu¨r den einfallenden
Fluß v0ω(r) = ez.
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v0ω(r)
v20ω(r2)
v10ω(r1)
R
r = r1
r2
Abbildung E.1: Die konvektive Bewegung von zwei Kugeln in einem einlaufenden Fluß.
Aus (E.5) sowie den Entwicklungen (1.10.22) und (1.10.23) der Konvektionsfunktionen,
finden wir in niedrigster Ordnung der Streuentwicklung fu¨r Kugel i die Geschwindigkeiten(
Û
(0)
iω
Ω̂
(0)
iω
)
=
(
ez + O(α
2)
0
)
. (E.6)
Unter Verwendung von (E.3) mit
v0ω(rj +Rj) = ez =
√
4pi
3
u+10S(rj) + O(α
2) (E.7)
und (1.10.25) finden wir fu¨r die reduzierte Kraftdichte F̂
(1)
jb (rj) aus (1.9.5) die Frequenz-
entwicklung
F̂
(1)
jb (rj) = fj(rj) α
2 + O(α4) (E.8)
mit dem Koeffizientenvektor
fj(rj) = −3
√
4pi
3
η b−1δ(rj − b)
[̂˜
Z ′[0]SS(1) q
+[0]
10S (rj) + 3
̂˜
Z ′[0]PS(1) q
+[0]
10P (rj)
]
. (E.9)
Die von Kugel j auf die Flu¨ssigkeit ausgeu¨bte totale Kraft F̂
(1)
jω und das totale Dreh-
moment T̂
(1)
jω auf die Flu¨ssigkeit verschwinden daher wegen (1.9.32) einschließlich O(α).
Fu¨r den gestreuten Fluß v
(1)
jω (rj) folgt unter Verwendung von (E.4) die Entwicklung
v
(1)
jω (rj) = v
[2](rj) α
2 + v[3](rj) α
3 + O(α4), (E.10)
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mit Koeffizientenfunktionen
v[2](rj) =
∫
G[0](rj, r
′
j) · fj(r′j) dr′j
= −3
√
4pi
3
[̂˜
Z ′[0]SS(1) u
−[0]
10S (rj) + 3
̂˜
Z ′[0]PS(1) u
−[0]
10P (rj)
]
,
v[3](rj) =
∫
G[1](rj, r
′
j) · fj(r′j) dr′j
= −2
3
√
4pi
3
̂˜
Z ′[0]SS(1) A10(rˆj).
(E.11)
Bei der Herleitung der letzten Gleichung haben wir (1.10.12) verwendet.
Fu¨r die Streuflu¨sse ho¨herer Ordnung findet man wegen (E.10) durch iterative Reflexion
von v
(1)
jω (rj) an den Kugeln
v
(2n−1)
jω (rj) = O(α
2), (E.12)
mit 2 ≤ n.
Also ist
vi0ω(ri) = v0ω(ri +Ri) + O(α
2) (E.13)
und (E.5) liefert die konvektiven Geschwindigkeiten(
Ûiω
Ω̂iω
)
=
(
ez
0
)
+ O(α2). (E.14)
Die Kugeln und die Flu¨ssigkeit bewegen sich bis einschließlich O(α) mit der gleichen
Geschwindigkeit und unbeeinflußt von den hydrodynamischen Wechselwirkungen der Ku-
geln.
E.2 Die konvektive Bewegung der Kugeln fu¨r
v0ω(r) = g1(αr) ez × r
Wir betrachten die konvektive Langzeitbewegung der beiden Kugeln fu¨r den einfallenden
Fluß v0ω(r) = g1(αr) ez × r. Fu¨r α = 0 beschreibt v0ω(r) eine Starrko¨rperrotation mit
Rotationsgeschwindigkeit Ωω = ez.
Aus (E.5), den Entwicklungen (1.10.22) und (1.10.23) der Konvektionsfunktionen, sowie
der Entwicklung g1(αr) = 1 + (αr)
2/10 + O(α4), finden wir in niedrigster Ordnung der
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Streuentwicklung fu¨r Kugel i die Geschwindigkeiten(
Û
(0)
iω
Ω̂
(0)
iω
)
=
(
ez ×Ri
ez
)
+Ae α2 + O(α4). (E.15)
Wir entwickeln den einfallenden Fluß in der Form
v0ω(rj +Rj) = ez × rj + ez ×Rj + O(α2)
=
√
4pi
3
u+10T (rj) +
∑
m
c1mS u
+
1mS(rj) + O(α
2),
(E.16)
mit Koeffizienten
c1mS =
√
4pi
3
δ1,|m| (e∗m × ez) ·Rj. (E.17)
Zur Bestimmung des Streuflusses außerhalb der Kugel verwenden wir die reduzierte
Kraftdichte F̂
(1)
jb (rj) aus (1.9.5). Die reduzierte Kraftdichte hat die Frequenzentwicklung
F̂
(1)
jb (rj) = fj(rj) α
2 + O(α4). (E.18)
Der Koeffizientenvektor ist wegen (1.10.25) gegeben durch
fj(rj) = −3η b−1δ(rj − b)
[
2
√
4pi
3
̂˜
Z
′[0]
TT (1) q
+[0]
10T (rj)
+
̂˜
Z
′[0]
SS(1)
∑
m
c1mS q
+[0]
1mS(rj) + 3
̂˜
Z
′[0]
PS(1)
∑
m
c1mS q
+[0]
1mP (rj)
]
. (E.19)
Wir merken an, das es zu F̂
(1)
jb (rj) keinen Beitrag O(α
3) gibt. Ein Beitrag O(α3) in
der konvektiven Kraftdichte kann nur entstehen, wenn der einfallende Fluß auch Moden
mit l = 2 anregt. Dann kann in der konvektiven Widerstandsmatrix
̂˜
ZSS(2),
̂˜
ZSP (2) oder̂˜
ZPP (2) abgefragt werden, welche als einzige Matrixelemente einen nichtverschwindenden
Beitrag O(α3) haben. Dies ist z.B. der Fall bei einem singula¨ren einfallenden Fluß u−1mT (ri),
wie er z.B. durch Drehimpulsu¨bertrag auf Kugel i erzeugt werden kann (vgl. auch Abschnitt
D.2). Ein regula¨rer einfallender Fluß der Form u+1mT (ri) wie wir ihn hier angesetzt haben,
regt nur Moden mit l = 1 an.
Die von Kugel j auf die Flu¨ssigkeit ausgeu¨bte totale Kraft F̂
(1)
jω und das totale Dreh-
moment T̂
(1)
jω auf die Flu¨ssigkeit verschwinden daher wegen (1.9.32) einschließlich O(α).
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Fu¨r den gestreuten Fluß v
(1)
jω (rj) folgt unter Verwendung von (E.4) die Entwicklung
v
(1)
jω (rj) = v
[2](rj) α
2 + v[3](rj) α
3 + O(α4), (E.20)
mit
v[2](rj) =
∫
G[0](rj, r
′
j) · fj(r′j) dr′j
= −6
√
4pi
3
̂˜
Z
′[0]
TT (1) u
−[0]
10T (rj)− 3 ̂˜Z ′[0]SS(1) ∑
m
c1mS u
−[0]
1mS(rj)
− 9 ̂˜Z ′[0]PS(1) ∑
m
c1mS u
−[0]
1mP (rj),
v[3](rj) =
∫
G[1](rj, r
′
j) · fj(r′j) dr′j
= −2
3
̂˜
Z ′[0]SS(1)
∑
m
c1mS A1m(rˆj).
(E.21)
Fu¨r die Streuflu¨sse ho¨herer Ordnung findet man wegen (E.10) durch iterative Reflexion
von v
(1)
jω (rj) an den Kugeln
v
(2n−1)
jω (rj) = O(α
2), (E.22)
mit 2 ≤ n.
Also ist
vi0ω(ri) = v0ω(ri +Ri) + O(α
2). (E.23)
Da nurG[1](rj, r
′
j) zu einem Beitrag O(α
3) fu¨hren kann, der dann ra¨umlich gleichfo¨rmig
ist, liefern auch die weiteren Reflexionen keine Korrekturen zur Rotationsgeschwindigkeit
in O(α3).
Aus (E.5) und (E.21) folgt damit fu¨r die konvektiven Geschwindigkeiten(
Ûiω
Ω̂iω
)
=
(
ez × ri
ez
)
+
(
Û
[2]
iω
Ω̂
[2]
iω
)
α2 +
(
Û
[3]
iω
0
)
α3 + O(α4). (E.24)
Die Kugeln und die Flu¨ssigkeit bewegen sich bis einschließlich O(α) mit der gleichen Ge-
schwindigkeit und unbeeinflußt von den hydrodynamischen Wechselwirkungen der Kugeln.
Bei der Rotationsgeschwindigkeit sind in dieser Ordnung der Rechnung auch in O(α3) die
hydrodynamischen Wechselwirkungen nicht sichtbar.
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F Die Greensche Funktion und hydrodynamische
Wechselwirkungen
In diesem Abschnitt betrachten wir den Streufluß einer Kugel am Ort R, welche sich in
einem im Ursprung singula¨ren einfallenden Fluß bewegt.
Zur Zeit t = 0 wirken wir mit einer im Ursprung konzentrierten Kraftdichte F0ω(r) =
F[0](r) auf die Flu¨ssigkeit ein und erzeugen so einen Fluß vω(r)
vω(r) =
∫
Gα(r, r
′) · F0ω(r′) dr′, (F.1)
mit einer Frequenzentwicklung
vω(r) = v
[0](r) + v[1](r) α+ v[2](r) α2 + v[3](r) α3 + O(α4). (F.2)
Die Entwicklungskoeffizienten v[n](r) werden durch
v[n](r) =
∫
G[n](r, r′) · F[0](r′) dr′ (F.3)
gegeben.
Der prima¨re Fluß vω(r) wird an der Kugel bei R gestreut und erzeugt dort einen
sekunda¨ren Fluß wω(r)
wω(r) =
∫
Gα(r−R,ρ) · F̂ω(ρ) dρ (F.4)
mit der konvektiven Kraftdichte F̂ω(ρ)
F̂ω(ρ) = −
∫
Ẑα(ρ,ρ
′) · vω(ρ′ +R) dρ′. (F.5)
Die Geschwindigkeit der Flu¨ssigkeit uω(r) wird durch die U¨berlagerung von prima¨rem
und sekunda¨rem Fluß gegeben
uω(r) = vω(r) +wω(r). (F.6)
Um den Fluß außerhalb der Kugel zu berechnen genu¨gt es, die reduzierte Kraftdichte
F̂b(ρ)
F̂b(ρ) =
∑
lmρ
f̂ lmρ b
−1δ(ρ− b) q+lmρ(ρ) (F.7)
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wω(r)
vω(r)
R
r
ρ
Abbildung F.2: Die konvektive Bewegung von einer Kugel in einem einlaufenden Fluß. Die
große, im Ursprung zentrierte Kugel hat den Radius R− a und illustriert den Nahbereich.
mit Kraftmultipolen f̂ lmρ
f̂ lmρ = −
∑
ρ′
Ẑρρ′(l) c
+
lmρ(R) (F.8)
zu verwenden.
Damit la¨ßt sich der sekunda¨re Fluß darstellen als
wω(r) =
∫
Gα(r−R,ρ) · F̂b(ρ) dρ, |r| > a. (F.9)
Der sekunda¨re Fluß hat eine Frequenzentwicklung
wω(r) = w
[0](r) +w[1](r) α+w[2](r) α2 +w[3](r) α3 + O(α4). (F.10)
Wir interessieren uns fu¨r Beitra¨ge zu den ungeraden Entwicklungskoeffizienten.
F.1 Der Impulsu¨bertrag im Ursprung
Wir u¨bertragen kurzzeitig einen Impuls auf die Flu¨ssigkeit im Ursprung, beschrieben durch
die Kraftdichte
F0ω(r) = P δ(r). (F.11)
Dadurch erzeugen wir einen prima¨ren Fluß
vω(r) = Gα(r) ·P. (F.12)
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Der Langzeitkoeffizient wird gegeben durch
v[1](r) = G[1](r) ·P
= − 1
6piη
P.
(F.13)
Fu¨r große Zeiten folgt daraus
v(r, t) ≈ 1
12ρ(piνt)3/2
P. (F.14)
Speziell fu¨r einen Impuls P = P ez wird der prima¨re Fluß gegeben durch
vω(r) =
P
4piη
√
4pi
3
u−10P (r). (F.15)
Wir dru¨cken den prima¨ren Fluß durch einlaufende Wellen am Ort der Kugel R aus
vω(ρ+R) =
∑
lmρ
c+lmρ(R) u
+
lmρ(ρ), (F.16)
mit Koeffizienten
c+lmρ(R) =
P
4piη
√
4pi
3
S(R; lmρ, 10P ). (F.17)
Die Entwicklungskoeffizienten in erster Ordnung O(α) verschwinden
c
+[1]
lmρ (R) = 0. (F.18)
Fu¨r die Kraftmultipole (F.8) finden wir damit die Beziehungen
f̂
[0]
1mS = 0,
f̂
[0]
1mT = 0,
f̂
[1]
lmρ = 0.
(F.19)
Die reduzierte Kraftdichte (F.7) hat somit keinen Beitrag in O(α)
F̂b(ρ) = f
[0](ρ) + O(α2). (F.20)
Aus der Entwicklung (1.10.5) der Greenschen Funktion folgt mit (F.19)
w[1](r) =
∫
G[1](r−R,ρ) · f [0](ρ) dρ = 0. (F.21)
In erster Ordnung O(α) gibt es daher keine Korrektur zum Prima¨rfluß v[1](r).
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F.2 Der Drehimpulsu¨bertrag im Ursprung
Wir u¨bertragen kurzzeitig einen Drehimpuls auf die Flu¨ssigkeit im Ursprung, beschrieben
durch die Kraftdichte
F0ω(r) = −1
2
L×∇δ(r). (F.22)
Dadurch erzeugen wir einen prima¨ren Fluß
vω(r) = −1
2
L · [∇×Gα(r)]. (F.23)
Wegen
∇×Gα(r) = − 1
4piη
k1(αr)
r3
r× 1 (F.24)
erhalten wir
vω(r) =
1
8piη
k1(αr)
r3
L× r. (F.25)
Der Langzeitanteil wird gegeben durch
v[3](r) =
1
24piη
L× r. (F.26)
Fu¨r große Zeiten folgt daraus
v(r, t) ≈ 1
pi3/2ρ (4νt)5/2
L× r. (F.27)
Speziell fu¨r einen Drehimpuls L = L ez wird der prima¨re Fluß gegeben durch
vω(r) =
L
η
√
3
4pi
u−10T (r). (F.28)
Wir dru¨cken den prima¨ren Fluß durch einlaufende Wellen am Ort der Kugel R aus
vω(ρ+R) =
∑
lmρ
c+lmρ(R) u
+
lmρ(ρ), (F.29)
mit Koeffizienten
c+lmρ(R) =
L
η
√
3
4pi
S(R; lmρ, 10T ). (F.30)
Alle Koeffizienten mit ρ = P verschwinden wegen (2.2.13) da S(R; lmP, 10T ) = 0
c+lmP (R) = 0. (F.31)
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Speziell fu¨r ρ = S und l = 1, 2 haben die Koeffizienten c+lmS(R) wegen (2.2.15) und (2.2.16)
die Darstellung
c+1mS(R) = −i m
L
6 η
k1(αR)
R2
Y ∗1m(Rˆ),
c+2mS(R) = i m
L
20 η
k2(αR)
R3
Y ∗2m(Rˆ).
(F.32)
In den niedrigsten ungeraden Ordnungen der Frequenzentwicklung der Koeffizienten c+lmρ(R)
findet man unter Verwendung von (2.2.25) und (2.2.30)
c
+[1]
lmρ (R) = 0,
c
+[3]
lmρ (R) = δl1 δρS
L
η
√
3
4pi
S[3](R; 1mS, 10T ).
(F.33)
Fu¨r die Frequenzentwicklungskoeffizienten der Kraftmultipole f̂ lmρ aus (F.8) folgt damit
f̂
[0]
1mρ = 0,
f̂
[1]
lmρ = 0,
f̂
[3]
lmρ = δl2 [δρS f̂
[3]
2mS + δρP f̂
[3]
2mP ].
(F.34)
Speziell fu¨r ρ = S, P finden wir weiter unter Verwendung von (1.10.21) und (1.10.25) die
Ausdru¨cke
f̂
[2]
1mS = i m
̂˜
Z
[2]
SS(1)
L
R2
Y ∗1m(Rˆ) = i m
L a3 ∆µ
3 R2
Y ∗1m(Rˆ)
f̂
[0]
2mS = −i m Z˜ [0]SS(2)
L
R3
Y ∗2m(Rˆ)
f̂
[3]
2mS = −i m Z˜ [3]SS(2)
L
R3
Y ∗2m(Rˆ) = i m [Z˜
[0]
SS(2)]
2 2 L
15 R3
Y ∗2m(Rˆ),
f̂
[3]
2mP = −i m Z˜ [3]PS(2)
L
R3
Y ∗2m(Rˆ) = i m Z˜
[0]
PS(2) Z˜
[0]
SS(2)
2 L
15 R3
Y ∗2m(Rˆ).
(F.35)
Die reduzierte Kraftdichte (F.7) hat die Entwicklung
F̂b(ρ) = f
[0](ρ) + f [2](ρ) α2 + f [3](ρ) α3 + O(α4) (F.36)
mit
f [3](ρ) =
∑
m
b−1δ(ρ− b) [f̂ [3]2mS q+[0]2mS(ρ) + f̂ [3]2mP q+[0]2mP (ρ)]. (F.37)
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Aus der Darstellung (F.9) fu¨r den Sekunda¨rfluß finden wir, daß der Fluß w[1](r) in
erster Ordnung O(α) verschwindet
w[1](r) =
∑
n+m=1
∫
G[n](r−R,ρ) · f [m](ρ) dρ
=
∫
G[0](r−R,ρ) · f [1](ρ) dρ+
∫
G[1](r−R,ρ) · f [0](ρ) dρ
= 0.
(F.38)
Das erste Integral verschwindet wegen f [1](ρ) = 0 und das zweite Integral verschwindet
wegen (F.34) und (1.10.12) mit (1.10.13). Insbesondere verschwindet die totale auf der
Kugel induzierte Kraft im Limes α→ 0.
Fu¨r den Fluß w[3](r) in dritter Ordnung O(α3) finden wir
w[3](r) =
∑
n+m=3
∫
G[n](r−R,ρ) · f [m](ρ) dρ
= w
[3]
0 (r) +w
[3]
1 (r) +w
[3]
2 (r) +w
[3]
3 (r).
(F.39)
Die Beitra¨ge w
[3]
n (r) sind darin gegeben durch
w
[3]
0 (r) =
∫
G[0](r−R,ρ) · f̂ [3](ρ) dρ
=
1
η
∑
m
[f̂
[3]
2mP u
−[0]
2mS(r−R) + f̂ [3]2mS u−[0]2mP (r−R)],
w
[3]
1 (r) =
∫
G[1](r−R,ρ) · f̂ [2](ρ) dρ
= − 2
9η
∑
m
f̂
[2]
1mS u
+[0]
1mS(r−R),
w
[3]
2 (r) =
∫
G[2](r−R,ρ) · f̂ [1](ρ) dρ
= 0,
w
[3]
3 (r) =
∫
G[3](r−R,ρ) · f̂ [0](ρ) dρ
=
1
150η
∑
m
f̂
[0]
2mS u
+[0]
2mS(r−R).
(F.40)
Der Beitrag w
[3]
1 (r) beschreibt eine gleichfo¨rmige Translation mit konstanter Geschwin-
digkeit
w
[3]
1 (r) =
1
18piη
a3
R3
∆µ L×R. (F.41)
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Fu¨r w
[3]
3 (r) finden wir
w
[3]
3 (r) = −
1
20piη
Z˜
[0]
SS(2)
L
R3
(Rˆ · A · Rˆ) A · (r−R), (F.42)
mit der symmetrischen und spurlosen Matrix A
A =
−2 1 −11 2 1
−1 1 0
 . (F.43)
Der Beitrag w
[3]
3 (r) beschreibt einen Zerr–Fluß um den Mittelpunkt der Kugel.
Fu¨r w
[3]
0 (r) betrachten wir das Nah– und das Fernfeld.
Fu¨r große Absta¨nde vom Ursprung mit r À R kann w[3]0 (r) gegen den Prima¨rfluß vω(r)
vernachla¨ssigt werden
w
[3]
0 (r) ≈ 0. (F.44)
Fu¨r r < R − a (siehe Abb. F.2), ko¨nnen wir w[3]0 (r) durch im Ursprung einlaufende
Wellen ausdru¨cken
w
[3]
0 (r) =
∑
lmρ
c+0,lmρ u
+[0]
lmρ (r), r < R− a, (F.45)
mit Koeffizienten
c+0,lmρ =
1
η
∑
m′
[S[0](−R; lmρ, 2m′P ) f̂ [3]2m′S + S[0](−R; lmρ, 2m′S) f̂ [3]2m′P ]. (F.46)
Im Ursprung werden Moden zu allen l–Werten angeregt.
Der gemittelte Streufluß w[3](r)
In Analogie zur Diskussion der Flu¨ssigkeitsgeschwindigkeit in einer homogenen Suspensi-
on von Kugeln betrachten wir im folgenden den u¨ber alle Orientierungen Rˆ gemittelten
Sekunda¨rfluß w[3](r).
Die Anteile w
[3]
1 (r) und w
[3]
3 (r) verschwinden im gesamten Raum
w
[3]
1 (r) = 0,
w
[3]
3 (r) = 0.
(F.47)
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Zusammen mit (F.44) folgt, daß der gemittelte Sekunda¨rfluß fu¨r große Absta¨nde vom
Ursprung verschwindet
w[3](r) ≈ 0, r À R. (F.48)
Das Verschwinden des gemittelten Streuflusses fu¨r große Absta¨nde ergibt sich formal
aus der Form der Verschiebungsmatrixelemente, welche jeweils Kugelfunktionen Ylm(Rˆ)
fu¨r l ≥ 1 als Faktoren enthalten.
Fu¨r r < R − a wird der gemittelte Streufluß durch w[3]0 (r) gegeben. Fu¨r den u¨ber alle
Orientierungen von Rˆ gemittelten Streufluß w
[3]
0 (r) bleibt nur ein Beitrag aus (F.45) u¨brig
c+0,lmρ = δl1 δm0 δρT c
+
0,10T . (F.49)
Wir berechnen hier nur c+0,10T , das Verschwinden der anderen Beitra¨ge folgt direkt aus
der Form der Verschiebungsmatrixelemente und der Normierungsbeziehung der spha¨rischen
Kugelfunktionen.
Aus (F.46) folgt
c+0,10T =
1
η
∑
m′
[S[0](−R; 10T, 2m′P ) f̂ [3]2m′S + S[0](−R; 10T, 2m′S) f̂ [3]2m′P ]. (F.50)
Fu¨r die Verschiebungsmatrixelemente finden wir aus (2.2.15) und (C.37) unter Verwendung
von (1.3.12)
S[0](−R; 10T, 2m′S) = 0,
S[0](−R; 10T, 2m′P ) = −i m′
√
3pi
30 R3
Y2m′(Rˆ).
(F.51)
Einsetzen von (F.35) und (F.51) in (F.50) liefert
c+0,10T =
√
3pi
225 η
[Z˜
[0]
SS(2)]
2
R6
L
∑
m
m2 Y ∗2m(Rˆ) Y2m(Rˆ)
=
1
30
√
3piη
[Z˜
[0]
SS(2)]
2
R6
L.
(F.52)
Wir erhalten damit aus (F.45)
w[3](R; r) =
1
60piη
[Z˜
[0]
SS(2)]
2
R6
L× r, r < R− a. (F.53)
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Die Flu¨ssigkeit in Anwesenheit einer suspendierten Kugel bewegt sich demnach auch in
spa¨ten Phasen der Bewegung in der Na¨he des Ursprungs schneller als in Abwesenheit der
Kugel.
Diese Aussage steht im Widerspruch zu dem von Cichocki & Felderhof in [44] ent-
wickelten Bild. Sie argumentieren dort ausgehend von der makroskopischen Betrachtung
der Suspension als effektives Medium, daß das Geschwindigkeitsfeld der Flu¨ssigkeit in der
Suspension fu¨r spa¨te Phasen der Bewegung durch das Langzeitverhalten der Greenschen
Funktion des effektiven Mediums gegeben wird. Die Greensche Funktion beschreibt fu¨r
große Zeiten eine gleichfo¨rmige Rotation der Flu¨ssigkeit. Die obigen U¨berlegungen zeigen
jedoch, daß bereits die erste Reflexion eines singula¨ren Flusses an einer Kugel zu einem
Streufluß fu¨hrt, der auch im Langzeitverhalten der Suspension noch sichtbar bleibt und
durch die Greensche Funktion des effektiven Mediums nicht beschrieben wird.
Wir ko¨nnen (F.53) mit dem Koeffizienten proportional [Z˜
[0]
SS(2)]
2 in (D.64) und (3.3.51)
mit (3.3.50) verbinden.
Wir betrachten die konvektive Bewegung einer im Ursprung plazierten Kugel in dem
gemittelten Flußwω(r). Die Kugel erha¨lt dadurch nach (1.6.21) eine Winkelgeschwindigkeit
Ŵ(R) deren Frequenzentwicklungskoeffizient Ŵ[3](R) in dritter Ordnung O(α3) gegeben
wird durch
Ŵ[3](R) = γr(0) r×w[3](R; r)
S
=
1
60piη
[Z˜
[0]
SS(2)]
2
R6
L.
(F.54)
Fu¨r die mittlere Geschwindigkeit einer Kugel in einer Suspension 〈Ωω〉 liefert dieser
Koeffizient nach (D.40) und (D.41) in erster Ordnung der Dichte φ einen Beitrag Ŵ[3]α3φ
mit
Ŵ[3] =
3
a3
∫ ∞
2a
Ŵ[3](R) R2 dR
=
1
8piηa3
[ 1
60a3
[Z˜
[0]
SS(2)]
2
]
L.
(F.55)
Der Faktor 1
8piηa3
[
1
60a3
[Z˜
[0]
SS(2)]
2
]
ist identisch mit dem Beitrag proportional [Z˜
[0]
SS(2)]
2
in (D.64) und (3.3.51) mit (3.3.50).
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